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Ïðèêëàäíàÿ ñòàòèñòèêà

Äîìàøíåå çàäàíèå-1

6 ñåíòÿáðÿ 2026 ã.

Çàäà÷à 1.

Ïóñòü {Xi}ni=1 � í.î.ð. âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ FX(x). Îáîçíà÷èì çà F̂ (x)

ý.ô.ð., ïîñòðîåííóþ ïî ýòîé âûáîðêå.

F̂ (x) =
1

n

n∑︂
i=1

1{Xi ≤ x}.

a) Âîçüì¼ì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ ïëîòíîñòüþ fX(x) = 3x2, x ∈ [0, 1]. Èçâåñòíà ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè ñ

n = 4 : x1 = 0.3, x2 = 0.65, x3 = 0.8, x4 = 1. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ïîëó÷èâøåéñÿ ý.ô.ð. F̂ (x) è ñðàâíèòå åãî

ñ ãðàôèêîì FX(x).

b) Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì x èíäèêàòîðû 1{Xi < x} ÿâëÿþòñÿ í.î.ð. áåðíóëëèåâñêèìè

ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, íàéäèòå EF̂ (x) è VF̂ (x).

c) Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå ôóíêöèè âèäà

Z(n)
x =

√
n
(︁
F̂ (x)− FX(x)

)︁
, x ∈ [0, 1].

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ 0 < x1 < x2 < 1 íàéäèòå limn→∞ cov(Z
(n)
x1 , Z

(n)
x2 ).

Çàäà÷à 2.

Ïóñòü X1, . . . , Xn � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ, â êîòîðîì EX1 = m, VX1 = σ2.

a) Äîêàæèòå, ÷òî ñòàòèñòèêà σ̂2 = 1
n

∑︁n
i=1

(︁
Xi − X̄

)︁2
ðàâíà X2 − (X̄)2 è ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé

σ2. Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë è òåîðåìó Ìàííà-Âàëüäà.

b) ßâëÿåòñÿ ëè îíà íåñìåù¼ííîé îöåíêîé òîãî æå ïàðàìåòðà?

c) Àðãóìåíòèðóéòå, ÷òî
√
n(X̄ −m)

d−→ N (0, σ2).

d) Äîêàæèòå, ÷òî
√︂

σ2

S2

√
n(X̄−m)√

σ2

d−→ N (0, 1), ãäå S2 � íåñìåùåííàÿ îöåíêà äèñïåðñèè. Èçìåíèòñÿ ëè ýòîò

ðåçóëüòàò, åñëè S2 çàìåíèòü íà σ̂2?

e) C(α) ñòàòèñòèêè, ïðåäëîæåííûå Íåéìàíîì, èìåþò îáùèé âèä

Zn(b) =
1√
n

n∑︂
i=1

f(Xi)− Eb

(︁
f(Xi)

)︁
σb

, (1)

ãäå b � íåêîòîðûé ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ, f(·) � ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî f(X)

èìååò êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ σ2
b ; òàêæå Eb

(︁
f(Xi)

)︁
� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå f(Xi) ïðè íàñòîÿùåì çíà-

÷åíèè b.

Íåéìàí ïîêàçàë, ÷òî óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ∂
∂bEb

(︁
f(Xi)

)︁
= 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì

äëÿ Zn(b̂)
d−→ N (0, 1), ãäå b̂ � ëþáàÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ îöåíêà b.
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Ðàññìîòðèòå âûðàæåíèå
√
n(X̄−m)√

σ2
, êàê ïðèìåð C(α) ñòàòèñòèêè Íåéìàíà è ïðîâåðüòå óñëîâèå îðòîãî-

íàëüíîñòè äëÿ íå¼.

Çàäà÷à 3.

Ïóñòü {Xi}ni=1 � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Γ(a, b) ñ íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

p(x; a, b) =
b−axa−1

Γ(a)
e−

x1
b 1(x ≥ 0),

ãäå Γ(a) =
∫︁ +∞
0 xa−1e−x dx.

a) Íàéäèòå âûðàæåíèÿ äëÿ EX1 è VX1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì òåñòèðîâàòü ãèïîòåçó H0 : a = a0

ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 : a ̸= a0; íàéäèòå b̂ � îöåíêó äëÿ b, ñîñòîÿòåëüíóþ ïðè H0.

b) Ðàññìîòðèòå âûðàæåíèå Zn(b) =
√
n(X̄−EX1)√

VX1
êàê ïðèìåð C(α) ñòàòèñòèêè Íåéìàíà (ñì. îïðåäåëåíèå â

çàäà÷å #2 ï. e). Ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ èñïîëüçóåìîé ôóíêöèè. Áóäåò ëè

Zn(b̂) èìåòü ïðåäåë ïî ðàñïðåäåëåíèþ N (0, 1)?

c) Ïîñòðîéòå îðòîãîíàëèçîâàííóþ ñòàòèñòèêó äëÿ ýòîãî æå òåñòà, èìåþùóþ âèä

Bn(b) =
1√
n

n∑︂
i=1

[︃
∂

∂a
ℓi(a, b)−

Iab
Ibb

∂

∂b
ℓi(a, b)

]︃
,

ãäå Iab, Ibb � ýëåìåíòû èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû Ôèøåðà, ℓi(a, b) � ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðàâ-

äîïîäîáèÿ äëÿ i-ãî íàáëþäåíèÿ.

d) Ïðîâåäèòå Ìîíòå-Êàðëî ýêñïåðèìåíò, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ãåíåðàöèè âûáîðêè {Xi}ni=1 è âû÷èñëåíèè ñòà-

òèñòèê Zn(b̂) è Bn(b̂) (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íóëåâàÿ ãèïîòåçà âåðíà, ò.å. ïðè a0 ñîîòâåòñòâóþùåì

ïîïóëÿöèîííîìó ïàðàìåòðó). Ïîñòðîéòå ãèñòîãðàììû çíà÷åíèé ïîëó÷åííûõ ñòàòèñòèê ñ íàëîæåííîé

ïëîòíîñòüþ N (0, 1).

Çàäà÷à 4.

Öåëüþ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ïàðàìåòðà ðàâíîìåðíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ.

Ñãåíåðèðóéòå ñëó÷àéíóþ âûáîðêó {Xi}ni=1 ðàçìåðîì n = 20 èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ U[0, θ], ãäå

θ = ÷èñëî áóêâ â âàøåé ôàìèëèè. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ âûáîðêó, ïîñòðîéòå ñòàòèñòèêè X(n), à òàêæå Z =

X3 è Y = X2, àíàëîãè÷íûå çàäà÷å #3 èç ñåìèíàðà #1, � è âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû

äëÿ ïàðàìåòðà θ ñ α = 0.05:

à) Àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë íà îñíîâå 4Z
3Y ;

á) Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë (òî÷íûé èëè àñèìïòîòè÷åñêèé) íà îñíîâå îöåíêè θ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ;

â) Íåïàðàìåòðè÷åñêèé áóòñòðàï-èíòåðâàë ìåòîäîì Õîëëà íà îñíîâå 4Z
3Y ;

ã) Ïàðàìåòðè÷åñêèé áóòñòðàï-èíòåðâàë íà îñíîâå 4Z
3Y . Â ýòîì ñëó÷àå áóòñòðàï-âûáîðêè � ñëó÷àéíûå âû-

áîðêè íóæíîãî ðàçìåðà èç ðàñïðåäåëåíèÿ U[0, θ̂].
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ä) Íåïàðàìåòðè÷åñêèé áóòñòðàï-èíòåðâàë ìåòîäîì Õîëëà íà îñíîâå îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-

áèÿ.

å) Ñðàâíèòå øèðèíó äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ è äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà áóòñòðàïà è îöåíèòå åãî ôàê-

òè÷åñêèé óðîâåíü äîâåðèÿ � òî åñòü, ñäåëàéòå Ìîíòå-Êàðëî ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì ãåíåðèðóåòñÿ 104

âûáîðîê, àíàëîãè÷íûõ èñõîäíîé, ñòðîÿòñÿ äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû è âû÷èñëÿåòñÿ äîëÿ ñëó÷àåâ, êî-

ãäà ïîñòðîåííûé èíòåðâàë íàêðûë èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà. Îòëè÷àþòñÿ ëè ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ

îò ðàñ÷¼òíîãî óðîâíÿ?

Çàäà÷à 5.

Èñïîëüçóÿ òåîðåòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, îñíîâàííûå íà ðàçëîæåíèè Ýäæâîðòà, ïðåäëîæèòå (îáîñíîâàííî)

àñèìïòîòè÷åñêè ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå ñòàòèñòèêè ñî ñëåäóþùèìè àñèìïòîòèêàìè ïðèáëèæåíèÿ ïî ÖÏÒ:

a) Ïðèáëèæåíèå èìååò ñêîðîñòü ïîðÿäêà n−1/2.

b) Ïðèáëèæåíèå èìååò ñêîðîñòü ïîðÿäêà n−1.

c) Ïðîâåäèòå Ìîíòå-Êàðëî ýêñïåðèìåíò, ïîäòâåðæäàþùèé âàøè ïðåäïîëîæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîéòå

ý.ô.ð. ñòàòèñòèêè ïðè ðàçíûõ ðàçìåðàõ âûáîðêè n è îöåíèòå ðàññòîÿíèÿ îò ýòèõ ôóíêöèè äî ô.ð.

N (0, 1), èñïîëüçóÿ ðàâíîìåðíóþ è L2 ìåòðèêó. Ïîñëå ýòîãî ïîñòðîéòå çàâèñèìîñòü ìåòðèê ðàññòîÿíèÿ

îò n (óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ øêàëó).

d) Âû÷èñëèòå 3é è 4é êóìóëÿíòû âûáðàííûõ ñòàòèñòèê èç ï. à) è b) è ïîñòðîéòå ïðèìåðû ãðàôèêîâ èõ

ý.ô.ð. ñ íàëîæåííûìè ïðèáëèæåíèÿìè ïî Ýäæâîðòó äî 3ãî è 4ãî ïîðÿäêà;

e) Ïðîâåäèòå àíàëîãè÷íûé Ìîíòå-Êàðëî ýêñïåðèìåíò ñî ñòàòèñòèêîé èç ï. b), íî ïîñ÷èòàííîé äëÿ áèíî-

ìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ B(15, 0.6). Îòëè÷àåòñÿ ëè äëÿ íå¼ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè? Åñëè äà, òî ïî÷åìó?
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