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1 Áàçîâûå ïîíÿòèÿ è àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå

1.1 Ââåäåíèå

Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿëèñü ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîçâîëÿþ-

ùèå ïîíÿòü, êàê áóäóò âåñòè ñåáÿ (êàê ðàñïðåäåëåíû) òå èëè èíûå õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå ìîæíî íàáëþäàòü

â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ

îáðàòíûå çàäà÷è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, â êîòîðûõ àíàëèçèðóþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå è òðåáóåòñÿ ñäå-

ëàòü âûâîä î ïðèðîäå (ìîäåëè) ðàññìàòðèâàåìîãî ÿâëåíèÿ, ëèáî ïðèíÿòü íåêîòîðîå ðåøåíèå íà îñíîâå ýòîãî

âûâîäà. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ïîä ñòàòèñòè÷åñêèìè âûâîäàìè, èëè èíôåðåíöèåé (îò àíãë.: to infer � äåëàòü

âûâîäû) îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïåðåíîñ íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê ñ ÷àñòíîãî � íàáîðà íàáëþäàåìûõ ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, íà îáùåå � âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàññìàòðèâàåìîãî ýêñïåðèìåíòà,

â òîì ÷èñëå íåíàáëþäàåìûå. Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòèñòèêó ìîæíî ñ÷èòàòü ôîðìàëèçîâàííîé

íàóêîé î ïîçíàíèè, çàêëþ÷àþùåìñÿ â âûäåëåíèè çàêîíîìåðíîñòåé â ñëó÷àéíîì.

Èñòîðè÷åñêè, îñíîâíîé ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷åé ñòàòèñòèêè ñ÷èòàëèñü âîïðîñû ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè äàí-

íûõ1 � òî åñòü ïîñòðîåíèå õàðàêòåðèñòèê, ìàêñèìàëüíî ïîëíî è òî÷íî îïèñûâàþùèõ îïðåäåë¼ííûå àñïåêòû

ðàññìàòðèâàåìûõ íàáëþäåíèé. Ïîçæå, íîâûå çàäà÷è ïðèøëè â ñòàòèñòèêó èç ìåæäèñöèïëèíàðíûõ îáëàñòåé,

òàêèõ êàê �Òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé”, �Ìàøèííîå îáó÷åíèå”, âîçíèêøèõ áëàãîäàðÿ ðàçâèòèþ âû÷èñëè-

òåëüíîé òåõíèêè è äîñòóïíîñòè áîëüøèõ îáúåìîâ äàííûõ, è, êàê ïðàâèëî, ñâÿçàíûõ ñ òåìîé èñêóññòâåííîãî

èíòåëëåêòà. Ýòè çàäà÷è âêëþ÷àþò â ñåáÿ ïîèñê ñòàòèñòè÷åñêèõ è ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé â äàííûõ,

ïîñòðîåíèå ïðîãíîçîâ è îöåíêó ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé. Ïîìèìî ðàñøèðåíèÿ äèàïàçîíà ðàññìàòðè-

âàåìûõ çàäà÷, íàêîïëåííûé îïûò èññëåäîâàíèé ïðèâåë ê èçìåíåíèþ ïîõîäîâ ê ðåøåíèþ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷

ñòàòèñòèêè. Îäíî èç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ñâÿçàíî ñ ðàçâèòèåì êîíöåïöèè ðîáàñòíûõ îöåíîê, óñòîé÷èâûõ

ê íåòî÷íîñòÿì â ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîäåëåé è îøèáêàì â äàííûõ. Óñòîé÷èâûå ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäîâ,

êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþò àïïðîêñèìàöèþ ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé è äðóãèå àñèìïòîòè÷åñêèå

ìåòîäû. Ïðîáëåìû ðîáàñòíîñòè òàêæå èìåþò ìåñòî ïðè îöåíêå çàâèñèìîñòåé â ìíîãîìåðíûõ äàííûõ � ïî-

ýòîìó, íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèìè ïîäõîäîì, èñïîëüçóþùèì ëèíåéíûå ìîäåëè, â ýòîì òåêñòå ðàññìàòðèâàþòñÿ

íåïàðàìåòðè÷åñêèå è ïîëóïàðàìåòðè÷åñêèå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè, à òàêæå îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïðî-

áëåìàì ðîáàñòíîé ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé èíôåðåíöèè.

1.2 Ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü è âûáîðêà

Îïðåäåëåíèå 1.1. (Ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü, ïîïóëÿöèÿ).

Ñîäåðæàòåëüíî ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü ìîæíî ïîíèìàòü, êàê ìíîæåñòâî âñåõ ïîòåíöèàëüíî âîçìîæ-

íûõ íàáëþäåíèé â ðàìêàõ èçó÷àåìîé çàäà÷è. Ôîðìàëüíî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü îòîæ-

äåñòâëÿåòñÿ ñ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X,2 êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò èçó÷àåìîìó ÿâëåíèþ. Òàê, åñëè X

ÿâëÿåòñÿ äîõîäîì íàóãàä âûáðàííîãî ÷åëîâåêà èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, òî òàêèì îáðàçîì ìû çàäàåì

ðàñïðåäåëåíèå äîõîäà â íåé. Êàêîå ðàñïðåäåëåíèå âûáðàòü äëÿ òàêîãî ïðèìåðà � íåïðîñòîé âîïðîñ. ×àñòî

äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçóþò ëîãíîðìàëüíîå, ò.å. X = eY,Y ∼ N (m,σ2).

Ïî îïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ýòî èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå èç íåêîòîðîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðî-

1Fisher R. (1922). On the mathematical foundations of theoretical statistics. Philosophical Transactions of the Royal Society of
London, Series A 222, p. 311.

2Âûäåëåíèå øðèôòîì çäåñü èñïîëüçóåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ òîãî, ÷òîáû äàëåå èñïîëüçîâàòü �îáû÷íûé� ñèìâîë X ïðåèìó-
ùåñòâåííî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äðóãîãî îáúåêòà â êîíòåêñòå ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé.
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ñòðàíñòâà, ïîðîæäàþùåå èíäóöèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

(︁
R,B(R),P

)︁
,

ãäå B(R) � áîðåëåâñêàÿ ñèãìà-àëãåáðà íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, à P � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà B(R). Ñòà-
òèñòè÷åñêàÿ çàäà÷à ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå P íàì íåèçâåñòíî, íî â òî æå âðåìÿ îáû÷íî äåëàåòñÿ

íåêîòîðîå èçíà÷àëüíîå îãðàíè÷åíèå íà åãî âèä. Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà

ðàñïðåäåëåíèé

{Pθ, θ ∈ Θ},

ãäå θ � ïàðàìåòð ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � òî åñòü, íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë îò P, à Θ � ìíîæåñòâî åãî âîçìîæíûõ

çíà÷åíèé. Â ïðèâåä¼ííîì âûøå ïðèìåðå ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ äîõîäîâ ëþäåé â íåêîòîðîé ïîïóëÿöèè,

ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð (m,σ2), à â êà÷åñòâå Θ ìîæíî âçÿòü R × R+. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå θ ìîæåò

áûòü áåñêîíå÷íîìåðíûì � íàïðèìåð, äëÿ òîé æå çàäà÷è θ ìîæåò áûòü ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ P, à Θ

� ìíîæåñòâîì ô.ð. íåîòðèöàòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíåì ìåäèàíû.

Åñëè â çàäà÷å èññëåäóåòñÿ ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü äâóõ èëè áîëåå ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê, òî îíà

îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà. Â ðÿäå ñëó÷àåâ â òàêîé ñèòóàöèè äî-

ïîëíèòåëüíî íàêëàäûâàåòñÿ ñòðóêòóðà çàâèñèìîñòåé ìåæäó ïåðåìåííûìè â âåêòîðå (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ

îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà). Ïîëó÷àþùàÿñÿ ìîäåëü âêëþ÷àåò íàïðàâëåííûå ñâÿçè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè-

÷èíàìè, à òàêæå ïðåäïîëîæåíèÿ îá èõ ðàñïðåäåëåíèÿõ.3 Â äàëüíåéøåì òàêàÿ ìîäåëü áóäåò íàçûâàòüñÿ ïðî-

öåññîì, ïîðîæäàþùèì äàííûå (àíãë.: data generating process, DGP).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà îáú¼ìà n � ýòî ñîâîêóïíîñòü íàáëþäåíèé X1, X2, . . . , Xn, âçÿòûõ èç

ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ïðîñòîãî ñëó÷àéíîãî âûáîðà, ñîãëàñíî êîòîðîé ëþáîé íàáîð

îáú¼ìà n èìååò îäèíàêîâûé øàíñ ïîïàñòü â âûáîðêó. Ôîðìàëüíî, êàæäûé ýëåìåíò Xi âûáîðêè � ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà/âåêòîð, èìåþùèé òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü X.

Çàìå÷àíèå è îáîçíà÷åíèÿ. Òåðìèí �âûáîðêà” èìååò äâà çíà÷åíèÿ:

1. Íàáîð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, . . . , Xn äî òîãî, êàê ýêñïåðèìåíò áûë ïðîèçâåä¼í;

2. Íàáîð ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ýòèõ âåëè÷èí x1, x2, . . . , xn ïîñëå òîãî, êàê ýêñïåðèìåíò áûë ïðîèçâåä¼í.

Èíûìè ñëîâàìè, X1, X2 � âûáîðêà îáú¼ìà äâà, x1 = 3, x2 = 10 � ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè. Ïîýòîìó, íàïðèìåð,

âûðàæåíèå EX1 èìååò ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë, à Ex1 � íåò.
Êðîìå òîãî, íàì èíîãäà òðåáóåòñÿ îáîçíà÷àòü ÷åðåç x = (x1, . . . , xn)

⊤ òî÷êó â Rn. Àíàëîãè÷íîé êîíñòðóê-
öèåé äî ðåàëèçàöèè áóäåò X = (X1, . . . , Xn)

⊤ � ñëó÷àéíûé âåêòîð ðàçìåðà n, òàêæå íàçûâàåìûé âåêòîðîì

âûáîðêè.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Còàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü {Pθ, θ ∈ Θ} íàçûâàåòñÿ èäåíòèôèöèðîâàííîé, åñëè òåîðåòè÷å-

ñêè âîçìîæíî ïî áåñêîíå÷íî áîëüøîé âûáîðêå ñ ðàñïðåäåëåíèåì Pθ0 óñòàíîâèòü èñòèííîå çíà÷åíèå θ0. Ýòî

ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ðàçíûå çíà÷åíèÿ θ ∈ Θ äîëæíû äàâàòü ðàçíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìûõ õàðàê-

òåðèñòèê.

Ïðèìåð 1.4. Ïàðàìåòð θ ∈ [0, 2π) ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè X ∼ Bernoulli
(︁
1
2(1 + sin θ)

)︁
, âîçíèêàþùåé â ðåøå-

íèè îäíîé èç çàäà÷ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, íå èäåíòèôèöèðóåì � ïîñêîëüêó ïî÷òè âñåì çíà÷åíèÿì 1
2(1 + sin θ)

ñîîòâåòñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ ïðîîáðàçà θ.

3Ñì. íàïðèìåð, Pearl, J., M. Glymour, N. Jewell. (2016). Causal inference in statistics, New Jersey: Wiley, p. 35.
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Ïðèìåð 1.5. Ìîæíî ëè èäåíòèôèöèðîâàòü ïàðàìåòð θ ∈ (−∞, 1) ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè X ∼ U[θ, 1], åñëè

íàáëþäàþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ {X2
i }ni=1?

Îïðåäåëåíèå 1.6. Âûáîðî÷íûå ñòàòèñòèêè, èëè âûáîðî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè � ýòî íåêîòîðûå (èçìåðèìûå)

ôóíêöèè âûáîðêè. Îöåíêîé (ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ) ìîæåò íàçûâàòüñÿ ïðîèçâîëüíàÿ âûáîðî÷íàÿ ñòàòè-

ñòèêà; õîðîøèå îöåíêè ìîãóò îáëàäàòü äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, òàêèìè êàê ñîñòîÿòåëüíîñòü, íåñìå-

ùåííîñòü, àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü è äð.

Íåêîòîðûå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå âûáîðî÷íûå ñòàòèñòèêè ïî âûáîðêå X = (X1, . . . , Xn):

� Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X̄ = X1+X2+...+Xn
n = 1

n

∑︁n
i=1Xi;

� Âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ S2 = 1
n−1

∑︁n
i=1

(︁
Xi − X̄

)︁2
.

� Ýìïèðè÷åñêàÿ (âûáîðî÷íàÿ) ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (ý.ô.ð.):

F̂ (x) =

∑︁n
i=1 1{Xi ≤ x}

n
. (1)

Êàæäîìó ÷èñëó x ∈ R ýòà ôóíêöèÿ ñîïîñòàâëÿåò äîëþ íàáëþäåíèé â âûáîðêå, îêàçàâøèõñÿ ñëåâà îò

ýòîãî ÷èñëà.

Òåîðåìà 1.7. (Ãëèâåíêî-Êàíòåëëè). Ýìïèðè÷åñêàÿ ô.ð. F̂ (x) ïî÷òè íàâåðíîå ñõîäèòñÿ ê èñòèííîé ô.ð.

F0(x) â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå:

sup
x∈R

⃓⃓
F̂ (x)− F0(x)

⃓⃓
ï.í.−−−→
n→∞

0.

1.3 Ïðèíöèï àíàëîãèè

Òåîðåìà Ãëèâåíêî-Êàíòåëëè ïîêàçûâàåò, ÷òî îñíîâíàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè (âîññòàíîâ-

ëåíèå íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ) âïîëíå îáîñíîâàíà: ìû ìîæåì ðàâíîìåðíî ïî âñåì òî÷êàì íà ïðÿìîé

âîññòàíîâèòü èñòèííóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ X.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ãëèâåíêî-Êàíòåëëè ìîæíî äîêàçûâàòü ñõîäèìîñòü âûáîðî÷íûõ õàðàêòåðèñòèê ê

ïîïóëÿöèîííûì, çàïèñûâàÿ èõ â âèäå ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ îò ý.ô.ð. Òàê, ñðåäíåå ïî ðåàëèçîâàâøåéñÿ

âûáîðêå x̄ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëà Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà îò F̂ (x)

x̄ =
1

n

n∑︂
i=1

xi =:

∫︂
R
x dF̂ (x),

à âûáîðî÷íóþ ìåäèàíó � êàê ôóíêöèîíàë T (F̂ ), ãäå T (G) = inf{1, x : G(x) ≥ 0.5}.
Çàìåíÿÿ â ýòèõ ñëó÷àÿõ F̂ (x) íà èñòèííóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F0(x), ìîæíî ïîëó÷èòü ïîïóëÿöè-

îííûå àíàëîãè ðàññìîòðåííûõ âåëè÷èí. Òàêîé ïîäõîä, èçâåñòíûé ïîä íàçâàíèåì ïðèíöèï àíàëîãèè, äà¼ò

óíèâåðñàëüíûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ âûáîðî÷íûõ êîíñòðóêöèé, áëèçêèõ ê îöåíèâàåìûì ïîïó-

ëÿöèîííûì ïàðàìåòðàì: åñëè èíòåðåñóþùèé èññëåäîâàòåëÿ ïàðàìåòð θ ìîæíî âûðàçèòü â âèäå ôóíêöèîíàëà

T îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, òî åñòü θ0 = T (F0), òî àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ îò ý.ô.ð. θ̂ := T (F̂ ) áóäåò ñõî-

äèòüñÿ ê θ0 ñ ðîñòîì ðàçìåðà âûáîðêè ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè T â òî÷êå F0.
4

4Áîëåå òîãî, ïðè äîñòàòî÷íî ìÿãêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà T , ãëàâíûì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî Àäàìàðó â
òî÷êå F0 � òî åñòü, âîçìîæíîñòü õîðîøåãî ïðèáëèæåíèÿ T ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà êîìïàêòíûõ îêðåñòíîñòÿõ ýòîé òî÷êè,
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî T (F̂ ) ïîñëå ïîäõîäÿùåé íîðìèðîâêè ñõîäèòñÿ ïðè n → ∞ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå.
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1.4 Íåêîòîðûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Â êóðñå ñòàòèñòèêè ìû ÷àñòî áóäåì ñòàëêèâàòüñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû, ÿâëÿþùåéñÿ ôóíêöèåé îò íàáîðà èç n äðóãèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òàêàÿ

çàäà÷à ñëèøêîì ñëîæíà äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïîýòîìó øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå (ïðå-

äåëüíûå) ìåòîäû, â êîòîðûõ íåèçâåñòíîå èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèáëèæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ áîëåå ïðîñòî

óñòðîåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî (ïðè n→∞) ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷à-

ÿõ ìîæíî íàéòè áëàãîäàðÿ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîëåçíî âñïîìíèòü ñâîéñòâà

îñíîâíûõ âèäîâ ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èëè âåêòîðîâ Xn ñõîäèòñÿ ê X ïî÷òè íàâåðíîå,

åñëè

P
(︁
ω : Xn(ω) −−−→

n→∞
X(ω)

)︁
= 1.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn} ñõîäèòñÿ ê X ïî âåðîÿòíîñòè, åñëè ∀ε > 0

P
(︁
∥Xn −X∥ > ε) −−−→

n→∞
0.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn} ñõîäèòñÿ ê X â L2, åñëè âûïîëíÿåòñÿ

E(Xn −X)2 −−−→
n→∞

0.

Ïî îïðåäåëåíèþ äèñïåðñèè, ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî E(Xn −X) −−−→
n→∞

0 è V(Xn −X) −−−→
n→∞

0.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn} ñõîäèòñÿ ê X ïî ðàñïðåäåëåíèþ, åñëè äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åí-

íîé íåïðåðûâíîé ÷èñëîâîé ôóíêöèè f (ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè Xn è X) âûïîëíÿåòñÿ

Ef(Xn) −−−→
n→∞

Ef(X).

Äëÿ ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ýêâèâàëåíòíûõ õàðàêòåðèçàöèé: íàïðèìåð,

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Xn
d−→ X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèé

ðàñïðåäåëåíèÿ

FXn(x) −−−→n→∞
FX(x),

äëÿ âñåõ x, ÿâëÿþùèõñÿ òî÷êàìè íåïðåðûâíîñòè FX . Áîëåå ïîäðîáíî ýòîò âèä ñõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ

â òåîðåìå Àëåêñàíäðîâà (ñì. ïðèëîæåíèå).

Òåîðåìà 1.12. (Ñâÿçü ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñõîäèìîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è âåêòîðîâ).

èç Xn
ï.í.−−→ X ñëåäóåò Xn

p−→ X,

èç Xn
L2

−→ X ñëåäóåò Xn
p−→ X,

èç Xn
p−→ X ñëåäóåò Xn

d−→ X,

ïðè÷¼ì åñëè Xn
d−→ C, ãäå C � êîíñòàíòà èëè äåòåðìèíèñòè÷åñêèé âåêòîð, òî âûïîëíÿåòñÿ òàêæå è

Xn
p−→ C.

Òåîðåìà 1.13. (Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà â ôîðìå Ëåâè).
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Åñëè {Xi}ni=1 � âûáîðêà í.î.ð. ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðè÷¼ì VX1 = σ2 <∞, òî

Zn :=
1√
n

n∑︂
i=1

(Xi − EXi)
d−→ N (0, σ2). (2)

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà âåðíà è äëÿ Xi � ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 1.14. (Íåðàâåíñòâî Áåððè-Ýññååíà). Ïóñòü Fn(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Zn èç (2), è Φ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé âåëè÷èíû. Íåðàâåíñòâî Áåððè-Ýññååíà

ïîçâîëÿåò îöåíèòü (ñâåðõó) ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå îòêëîíåíèå ìåæäó Fn(x) è Φ(x):

sup
x∈R
|Fn(x)− Φ(x)| ≤ CE |Xi − EXi|3

σ3
√
n

,

ãäå C � íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ êîíñòàíòà, çíà÷åíèå êîòîðîé ïðîäîëæàåò óòî÷íÿòüñÿ. Ïî ïîñëåäíèì äàííûì
1√
2π
≤ C ≤ 0.4784.

Ïðèìåð 1.15. Ïóñòü X ∼ Pois(λ). Íàéäèòå ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ X íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Ðåøåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììû íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêæå èìååò ðàñïðåäåëå-

íèå Ïóàññîíà. Ïóñòü Xi ∼ Pois(λi), i ∈ {1, . . . , n} � íàáîð í.î.ð. ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òàêèõ, ÷òî λi = λ/n. Òîãäà

X
d
=

n∑︁
i=1

Xi, ÷òî äà¼ò îñíîâàíèÿ ïðåäïîëîæèòü, ÷òî X
d
≈ N (λ, λ) â ñèëó ÖÏÒ. Ñ ðîñòîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ,

íîðìàëüíîå ïðèáëèæåíèå X̃ ∼ N (λ, λ) ê ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå X ∼ Pois(λ) ñòàíîâèòñÿ òî÷íåå.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê çíà÷åíèé îãðàíè÷åíèé ñâåðõó äëÿ sup
x∈R
|FX(x)−FX̃(x)|, ðàññ÷èòàííûõ ñ ïîìîùüþ

íåðàâåíñòâà Áåððè-Ýññååíà äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé λ.

Ðèñ. 1: Çíà÷åíèÿ C E|Xi−EXi|3
σ3
i

√
n

äëÿ íîðìàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ê X ∼ Pois(λ), â çàâèñèìîñòè îò λ.

Òåîðåìà 1.16. (Òåîðåìà Ìàííà-Âàëüäà î íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿõ).

Ïóñòü Xn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èëè âåêòîðîâ, ó êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïðåäåë X.

Ïóñòü g � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ R→ R èëè (äëÿ âåêòîðíîãî ñëó÷àÿ) Rk → R.

Èç Xn
d−→ X ñëåäóåò g(Xn)

d−→ g(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé îãðàíè-
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÷åííîé ôóíêöèè f âûïîëíÿåòñÿ

lim
n→∞

E[f(Xn)] = E[f(X)], (3)

Ïîñêîëüêó g(·) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî êîìïîçèöèÿ f
(︁
g(·)
)︁
≡ f ◦ g ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è îãðàíè-

÷åííîé, à çíà÷èò äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

E
[︁
f
(︁
g(Xn)

)︁]︁
= E

[︁
f
(︁
g(X)

)︁]︁
,

÷òî ýêâèâàëåíòíî g(Xn)
d−→ g(X). □

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå òåîðåìû Ìàííà-Âàëüäà ìîæíî îñëàáèòü, äîïóñêàÿ ðàçðûâíîñòü ôóíêöèè g íà ìíî-

æåñòâå òî÷åê Dg : P(X ∈ Dg) = 0.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû è äëÿ äðóãèõ âèäîâ ñõîäèìîñòåé: åñëè g � íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ, òî

èç Xn
p−→ X ñëåäóåò g(Xn)

p−→ g(X),

èç Xn
L2

−→ X ñëåäóåò g(Xn)
L2

−→ g(X),

èç Xn
ï.í.−−→ X ñëåäóåò g(Xn)

ï.í.−−→ g(X).

Ñëåäñòâèå 1.17. Ïóñòü (Xn, Yn)
d−→ (X,Y ). Òîãäà Xn + Yn

d−→ X + Y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : R → R � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Çàìåòèì, ÷òî

ôóíêöèÿ h : R2 → R, èìåþùàÿ âèä h(x, y) = x+y, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, ïîýòîìó êîìïîçèöèÿ f ◦h : R2 → R
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé.

Òîãäà

lim
n→∞

Ef
(︁
h (Xn, Yn)

)︁
= Ef

(︁
h(X,Y )

)︁
âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî (Xn, Yn)

d−→ (X,Y ).

Ýòî àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ limn→∞ E[f (Xn + Yn)] = E[f(X + Y )]. Ïîñêîëüêó äîêàçàííîå âåðíî äëÿ

ëþáîé íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f : R→ R, òî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî Xn + Yn
d−→ X + Y . □

Çàìå÷àíèå. Â äîêàçàííîì ñëåäñòâèè ñõîäèìîñòü âåêòîðîâ ïî ðàñïðåäåëåíèþ çäåñü íåëüçÿ çàìåíèòü íà

ñõîäèìîñòü îòäåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîñêîëüêó èç Xn
d−→ X è Yn

d−→ Y íå ñëåäóåò (Xn, Yn)
d−→ (X,Y ).

Çàìå÷àíèå. Ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè âåêòîðîâ. Èíòåðåñíî, ÷òî äëÿ äðóãèõ âèäîâ ñõîäèìîñòè ó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, â ÷àñòíîñòè � ñõîäèìîñòè

ïî âåðîÿòíîñòè è ïî÷òè íàâåðíîå, ýòî íå òàê: äëÿ íèõ ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè êîìïîíåíò âåêòîðà äîñòà-

òî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ òàêæå èìåëà ïðåäåë � òî åñòü, íàïðèìåð,

èç Xn
p−→ X è Yn

p−→ Y ñëåäóåò (Xn, Yn)
p−→ (X,Y ),

èç Xn
ï.í.−−→ X è Yn

ï.í.−−→ Y ñëåäóåò (Xn, Yn)
ï.í.−−→ (X,Y ),

èç Xn
L2

−→ X è Yn
L2

−→ Y ñëåäóåò (Xn, Yn)
L2

−→ (X,Y ).

Íåñìîòðÿ íà óêàçàííîå ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ, ñóùåñòâóåò âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé �

êîãäà îäíà èç êîîðäèíàò âåêòîðà ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê êîíñòàíòå.

Ïóñòü {Xn}, {Yn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðè÷¼ì

Xn
d−→ X, Yn

d−→ C,
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ãäå X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à C � êîíñòàíòà. Òîãäà (Xn, Yn)
d−→ (X,C).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â êíèãå Van der Vaart A.W. (1998). Asymptotic Statistics.

Cambridge University Press. pp. 10-11.

Ñëåäñòâèå 1.18. (ëåììà Ñëóöêîãî).

Ïóñòü äàíû äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Xn} è {Yn}, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ Xn
p−→ C, ãäå C � êîíñòàí-

òà, è Yn
d−→ Y . Òîãäà

Xn + Yn
d−→ C + Y,

XnYn
d−→ CY.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Xn
p−→ C ñëåäóåò Xn

d−→ C; êðîìå òîãî, âñëåäñòâèå ðàññìîòðåííîãî âûøå óòâåðæäåíèÿ

âûïîëíÿåòñÿ (Xn, Yn)
d−→ (C, Y ). Òîãäà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû Ñëóöêîãî ñëåäóþò èç òåîðåìû Ìàííà-Âàëüäà è

òîãî ôàêòà, ÷òî îòîáðàæåíèÿ (x, y)→ x+ y è (x, y)→ x · y ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè íà R2.

Ñëåäñòâèå 1.19. Àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü θ̂ � àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ îöåíêà θ, ò.å.
√
n(θ̂ − θ) d−→ N (0, Vθ). Îáîçíà÷èì

An :=
√
n(θ̂ − θ) è Bn := 1√

n
. Ïîñêîëüêó Bn ñõîäèòñÿ ê íóëþ, êàê ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ìîæíî

ïðèìåíèòü òåîðåìó Ñëóöêîãî, ñîãëàñíî êîòîðîé AnBn èìååò ïðåäåë ïî ðàñïðåäåëåíèþ, òàêæå ðàâíûé íóëþ.

Íî òàê êàê AnBn = θ̂ − θ, è èç ñõîäèìîñòè ê êîíñòàíòå (íóëþ) ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ê

êîíñòàíòå ïî âåðîÿòíîñòè, òî ìû ïîëó÷èëè θ̂ − θ p−→ 0, îòêóäà ñëåäóåò θ̂
p−→ θ. □

Ñëåäñòâèå 1.20. Íåñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà íå ìîæåò áûòü àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé äëÿ îöåíèâàåìîãî

ïàðàìåòðà.

Ïðèìåð 1.21. Ïóñòü {Xi}ni=1 � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ, èìåþùåãî êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ σ2

è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå µ. Òîãäà X̄ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé îöåíêîé µ. Äåéñòâèòåëüíî,

ïóñòü

Zn :=

√
n(X̄ − µ)

σ
=

1√
n

n∑︂
i=1

Xi − µ
σ

.

Òîãäà EZn = 0, VZn = 1, è, ïîñêîëüêó Zn ÿâëÿåòñÿ ñóììîé íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî óñëîâèÿ ÖÏÒ âûïîëíåíû, è Zn
d−→ N (0, 1). Íî òîãäà σZn =

√
n(X̄ − µ) d−→ N (0, σ2), òî

åñòü, X̄ � àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ îöåíêà µ ñ àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèåé σ2.

1.5 Äåëüòà-ìåòîä

Àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå âàæíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâî-

äîâ (èíôåðåíöèè) â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà íàéäåíà àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëü-

íàÿ îöåíêà, òî ñóùåñòâóåò ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàõîäèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ó ôóíêöèé îò

òàêîé îöåíêè; ïðè ýòîì â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòî ðàñïðåäåëåíèå òîæå áóäåò íîðìàëüíûì.

Ëåììà 1.22. Ïóñòü θ̂n � àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ îöåíêà (îäíîìåðíîãî) ïàðàìåòðà θ, ïîñòðîåííàÿ ïî

âûáîðêå ðàçìåðîì n, òî åñòü
√
n(θ̂n − θ)

d→ N
(︁
0, σ2

)︁
Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g, òàêîé, ÷òî g′(θ) ñóùåñòâóåò, ïðèíèìàåò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ è íåïðåðûâíà

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè θ, âûïîëíÿåòñÿ

√
n
(︁
g(θ̂n)− g(θ)

)︁ d→ N
(︂
0,
(︁
g′(θ)

)︁2
σ2
)︂
.
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Ýòîò ðåçóëüòàò íàçûâàåòñÿ äåëüòà-ìåòîäîì ïåðâîãî ïîðÿäêà, èëè ïðîñòî äåëüòà-ìåòîäîì äëÿ θ̂ è

g(θ̂).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå Ëàãðàíæà: g(θ̂n) = g(θ) + g′(θ̃)(θ̂n − θ), ãäå θ̃ ëåæèò ìåæäó θ̂n è θ.
Ïîñêîëüêó θ̂n

p→ θ, òî θ̃
p→ θ,5 è ïîñêîëüêó g′(θ) íåïðåðûâíà, ïðèìåíåíèå òåîðåìû î íåïðåðûâíîì îòîáðà-

æåíèè äà¼ò

g′(θ̃)
p→ g′(θ).

Óìíîæàÿ âûðàæåíèå â ðàçëîæåíèè Ëàãðàíæà íà
√
n, ïîëó÷àåì

√
n
(︁
g(θ̂n)− g(θ)

)︁
= g′(θ̃)

√
n(θ̂n − θ).

Òàê êàê
√
n(θ̂n − θ)

d→ N
(︁
0, σ2

)︁
ïî ïðåäïîëîæåíèþ, òî ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ ïî òåîðåìå Ñëóöêî-

ãî ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ïðîèçâåäåíèþ g′(θ) è íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû N (0, σ2), ÷òî äà¼ò

N
(︂
0,
(︁
g′(θ)

)︁2
σ2
)︂
, ïîýòîìó

√
n
(︁
g(θ̂n)− g(θ)

)︁ d→ N
(︂
0,
(︁
g′(θ)σ2

)︁2)︂
.

□

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ìíîãîìåðíûé äåëüòà-ìåòîä: åñëè θ ∈ Rk, θ̂n � àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ

îöåíêà, òî åñòü
√
n(θ̂n − θ)

d→ N (0,Σ) ,

ãäå Σ � k × k àñèìïòîòè÷åñêàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, òî åñëè h : Rk → Rm � äèôôåðåíöèèðóåìîå îòîá-

ðàæåíèå, íåïðåðûâíîå â îêðåñòíîñòè θ, è m× k ìàòðèöà ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ Jθ := ∂h(x)
∂x⊤

⃓⃓⃓
x=θ

èìååò ïîëíûé

ðàíã, òî
√
n
(︁
h(θ̂n)− h(θ)

)︁ d→ N
(︂
0, JθΣJ

⊤
θ

)︂
.

Óñëîâèå ïîëíîãî ðàíãà Jθ àíàëîãè÷íî óñëîâèþ g′(θ) ̸= 0 äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Åñëè îíî íå âûïîëíåíî,

òî íóæíî áðàòü êîìïîíåíòó áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà. Åñëè â îäíîìåðíîì

ñëó÷àå g′(θ) = 0 íî g′′(θ) ̸= 0, òî g(θ̂) ïîñëå ïîäõîäÿùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäåò èìåòü àñèìïòîòè÷åñêîå

ðàñïðåäåëåíèå χ2(1).

5Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî: ïîñêîëüêó |θ̃ − θ| ≤ |θ̂ − θ|, òî ∀ε > 0 P(|θ̃ − θ| ≥ ε) ≤ P(|θ̂ − θ| ≥ ε) −−−−→
n→∞

0.
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2 Îöåíêà ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé

2.1 Ââåäåíèå

Âûÿâëåíèå è îöåíêà ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ çàâèñèìîñòåé ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé ñîñòàâëÿþùåé áîëüøèí-

ñòâà çàäà÷ â îáëàñòè çäðàâîîõðàíåíèÿ, îáùåñòâåííûõ è ïîâåäåí÷åñêèõ íàóê. Ýòà òåìà äîëãîå âðåìÿ ÿâëÿ-

ëàñü ïåðèôåðèéíîé äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è ðàçâèâàëàñü, ïðåèìóùåñòâåííî, ýêîíîìèñòàìè: òàê,

íàïðèìåð, â 2021 ãîäó Ã. Èìáåíñ è Äæ. Àíãðèñò ïîëó÷èëè Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ ïî ýêîíîìèêå çà ðàçâèòèå

ìåòîäîâ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîãî àíàëèçà. Òàêîå ïîëîæåíèå äåë íà÷àëî ìåíÿòüñÿ â êîíöå XX-ãî âåêà ñ ïî-

ÿâëåíèåì ðàáîò, èññëåäóþùèõ òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé èäåíòèôèêàöèè, â ÷àñòíîñòè, ñ

èñïîëüçîâàíèåì ãðàôè÷åñêèõ ìîäåëåé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîèñõîäèò ïîñòåïåííûé ñèíòåç ïîäõîäîâ ê îöåíêå

ýôôåêòîâ âîçäåéñòâèÿ, ðàçðàáîòàííûõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè � ýêîíîìåòðèêè, ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ è

ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ðàçðàáîòêîé ìåòîäîëîãèè è ñòàòèñòè÷å-

ñêîé îöåíêîé ýôôåêòîâ âîçäåéñòâèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñóùåñòâåííî âûðîñëî

çà ïîñëåäíèå 10 ëåò, ïðè÷¼ì íåêîòîðûå èññëåäîâàòåëè ïîä÷åðêèâàþò âàæíîñòü ýòîé çàäà÷è äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ìîäåëåé ñèëüíîãî èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà.

Ïîíÿòèþ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñâÿçè, íåñìîòðÿ íà åãî ðàñïðîñòðàí¼ííîñòü è åñòåñòâåííîñòü, äîñòàòî÷íî

ñëîæíî äàòü ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå. Îñíîâîïîëîæíèê ýêîíîìåòðèêè Ð. Ôðèø óòâåðæäàë, ÷òî ïðè÷èííî-

ñëåäñòâåííîñòü ÿâëÿåòñÿ ôåíîìåíîì, îòíîñÿùèìñÿ ê ÷åëîâå÷åñêîìó ñïîñîáó ìûøëåíèÿ, à íå ê îáúåêòèâíîé

ðåàëüíîñòè. Äðóãèå àâòîðû ñâÿçûâàþò ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîñòü ñ ïîíÿòèåì êîíòðôàêòóàëüíîñòè � òî åñòü,

îòâåòîì íà âîïðîñ ¾×òî áûëî áû, åñëè?¿ ïðèìåíèòåëüíî ê íåêîòîðîé çàäà÷å, à òàêæå ñ íàïðàâëåííûìè

(îäíîñòîðîííèìè) çàâèñèìîñòÿìè ìåæäó ïåðåìåííûìè. Ñòðîèòü ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè íàïðàâëåííûõ çàâè-

ñèìîñòåé ïîìîãàåò ïðèíöèï îáùåé ïðè÷èííîñòè Ã. Ðàéõåíáàõà,6 êîòîðûé óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè äâà ñëó÷àéíûõ

ñîáûòèÿ A è B ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèìû, òî ëèáî A âûçûâàåò (ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé) B, ëèáî B âûçûâàåò A,

ëèáî ó A è B èìååòñÿ îáùàÿ ïðè÷èíà, � è â òàêîì ñëó÷àå ïðè îáóñëàâëèâàíèè íà íå¼ (å¼ óäàëåíèè), ýòè

ñîáûòèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåçàâèñèìûìè. Òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòàëüíî, ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà íàïðàâëåííûõ

çàâèñèìîñòåé îòëè÷àåòñÿ îò, íàïðèìåð, îöåíêè êîðåëëÿöèè òåì, ÷òî èññëåäîâàòåëþ äîïîëíèòåëüíî íóæíî

çíàòü ñòðóêòóðó è íàïðàâëåíèå ñâÿçåé ìåæäó èññëåäóåìûìè ïåðåìåííûìè. Ïðè ýòîì âî ìíîãèõ ïðàêòè÷å-

ñêèõ çàäà÷àõ ñèòóàöèÿ îñëîæíÿåòñÿ ìíîæåñòâåííîñòüþ çàâèñèìîñòåé: òàê, A ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ïðè÷èíîé B,

íî â òî æå âðåìÿ îáà ýòè ñîáûòèÿ (÷àñòè÷íî) ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ñëåäñòâèåì âëèÿíèÿ íàáîðà äîïîëíèòåëüíûõ

ôàêòîðîâ X, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííûì èñêàæåíèÿì ïðè îöåíêå âëèÿíèÿ A íà B.

Áîëüøèíñòâî ðàííèõ ðàáîò ïî ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêå ýôôåêòîâ âîçäåéñòâèÿ ñâÿçàíû ñ ðàíäîìèçèðîâàí-

íûìè êîíòðîëèðóåìûìè èñïûòàíèÿìè, â êîòîðûõ îáúåêòû ñëó÷àéíî ðàçäåëÿþòñÿ íà äâå èëè áîëåå ãðóïïû,

îòëè÷àþùèåñÿ íàëè÷èåì èëè óðîâíåì âîçäåéñòâèÿ � ÷òî ïîçâîëÿåò ìèíèìèçèðîâàòü âëèÿíèå ïîñòîðîííèõ

ôàêòîðîâ è áîëåå òî÷íî îöåíèòü âëèÿíèå âîçäåéñòâèÿ íà èíòåðåñóþùèå èññëåäîâàòåëÿ õàðàêòåðèñòèêè. Â òî

æå âðåìÿ, äëÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷ ïðîâåäåíèå ðàíäîìèçèðîâàííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íåäîñòóï-

íî, à ëþáîé íàáîð íåýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ (àíãë.: observational data), ÿâëÿåòñÿ íåïîëíûì � ïîñêîëüêó

äëÿ êàæäîãî èññëåäóåìîãî îáúåêòà íàáëþäàåìûì ÿâëÿåòñÿ ëèøü îäíî ñîñòîÿíèå, òîãäà êàê äðóãèå âîçìîæ-

íûå ëèøü ïîñòóëèðóþòñÿ. Íåâîçìîæíîñòü ñðàâíåíèÿ êîíòðôàêòóàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê íàïðÿìóþ ïðèâîäèò

ê òîìó, ÷òî èññëåäîâàòåëÿì òðåáóåòñÿ äîïîëíÿòü äàííûå ïîñðåäñòâîì òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé, êîòî-

ðûå ïîçâîëÿëè áû èçâëå÷ü èíôîðìàöèþ èç èìåþùèõñÿ íàáëþäåíèé; â ðàáîòå Ï. Õîëëàíäà ýòî çàêëþ÷åíèå

áûëî íàçâàíî ôóíäàìåíòàëüíîé ïðîáëåìîé âûâîäîâ (èíôåðåíöèè) î ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñâÿçÿõ.

6Reichenbach, H. (1956). The Direction of Time. Edited by Maria Reichenbach. Berkeley and Los Angeles: University of California
Press.
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2.2 Ìîäåëü ïîòåíöèàëüíûõ èñõîäîâ Ðóáèíà

Èñòîðè÷åñêè, ïåðâîé èç ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïðèìåíèìûõ äëÿ èäåíòèôèêàöèè è îöåíêè ýôôåêòîâ

âîçäåéñòâèÿ ïðè àíàëèçå äàííûõ, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü, íàçâàííàÿ â ÷åñòü àâòîðà � Ä. Ðóáèíà, ïðåäëîæèâøåãî

å¼ â 1969 ãîäó; îäíàêî, íåêîòîðûå ýëåìåíòû èñïîëüçîâàííîãî ïîäõîäà ïðèìåíèòåëüíî ê ñëó÷àþ ðàíäîìèçè-

ðîâàííûõ êîíòðîëèðóåìûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëè ïðåäëîæåíû åù¼ â 1923 ãîäó Å. Íåéìàíîì.

Â ìîäåëè Ðóáèíà äëÿ êàæäîãî îáúåêòà ðàññìàòðèâàåìîé ïîïóëÿöèè ïîñòóëèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñïåê-

òðà ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé, îïèñûâàåìûõ ïåðåìåííîé âîçäåéñòâèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ïîòåíöèàëüíûõ

èñõîäàõ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé è â ýòèõ òåðìèíàõ îïðåäåëÿòü ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå çàâèñèìîñòè. Êîãäà

ñîñòîÿíèé âñåãî äâà, òî èõ òðàäèöèîííî íàçûâàþò êîíòðîëüíûì ñîñòîÿíèåì è âîçäåéñòâèåì. Åñëè ñîñòî-

ÿíèé áîëüøå äâóõ, òî îäíî èç íèõ íàçíà÷àåòñÿ êîíòðîëüíûì, à îñòàëüíûå ðàñöåíèâàþòñÿ êàê ðàçëè÷íûå

óðîâíè âîçäåéñòâèÿ, ëèáî êàê àëüòåðíàòèâíûå âàðèàíòû âîçäåéñòâèé � åñëè ñðàâíèâàòü èõ èíòåíñèâíîñòü

íåêîððåêòíî.

Íà ïðàêòèêå íå âñåãäà ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ñïåöèôèöèðîâàòü ñîñòîÿíèÿ îáúåêòîâ äîñòàòî÷íî òî÷íî

� â ñèëó îãðàíè÷åíèé, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííûõ ñ àêêóðàòíîé ôîðìóëèðîâêîé ñàìèõ ñîñòîÿíèé, ëèáî èç-çà

ñëîæíîñòè ïîñëåäóþùåãî ñáîðà äàííûõ î íèõ. Â òî æå âðåìÿ, îò ýòîãî ýòàïà ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè çàâèñèò

èíòåðïðåòàöèÿ îöåíîê, à òàêæå òî, íàñêîëüêî ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû ñ âûáîðêè

íà âñþ ìîäåëèðóåìóþ ïîïóëÿöèþ.

Ïîä ïîòåíöèàëüíûìè èñõîäàìè â ìîäåëè Ðóáèíà ïîíèìàþòñÿ ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè, âîçìîæíî ñëó-

÷àéíûå � ïðè÷¼ì ïî îäíîé âåëè÷èíå ïðèïèñûâàåòñÿ êàæäîé ïàðå èç îáúåêòà íàáëþäåíèÿ è åãî ñîñòîÿíèÿ.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà ñîñòîÿíèé âñåãî äâà, äëÿ i-ãî îáúåêòà ïîïóëÿöèè èõ ìîæíî îáîçíà÷èòü çà Yi1

è Yi0. Èíîãäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì, îñîáåííî äëÿ ðàññìîòðåíèÿ îáùèõ ïîíÿòèé, ñîïîñòàâèòü ïî-

òåíöèàëüíûå èñõîäû ñî ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì Y = Y (ω, d), ãäå d ∈ {0, 1} ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ/íàëè÷èþ
âîçäåéñòâèÿ, à ω ∈ Ω � ñîñòîÿíèå ìèðà, îòðàæàþùåå ñëó÷àéíîñòü â âûáîðå êîíêðåòíîãî îáúåêòà, è ñëó-

÷àéíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ ëþáûìè äðóãèìè âîçìîæíûìè ïðè÷èíàìè. Åñëè ïîòåíöèàëüíûõ èñõîäîâ âñåãî äâà,

òî ìîæíî ââåñòè èíäèêàòîð âîçäåéñòâèÿ Di : Ω → di, êîòîðûé îïðåäåëÿåò, â êàêîì èç ñîñòîÿíèé íàõîäèò-

ñÿ èíòåðåñóþùèé íàñ îáúåêò íàáëþäåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ íàáîð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Y (Di) �

ïîòåíöèàëüíûå èñõîäû äëÿ i-ãî îáúåêòà ïðè ñëó÷àéíîì óðîâíå âîçäåéñòâèÿ Di. Èíäèâèäóàëüíûé ýôôåêò

âîçäåéñòâèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü, êàê ðàçíîñòü ìåæäó ïîòåíöèàëüíûìè èñõîäàìè

δi = Yi1 − Yi0, (4)

è, ïîñêîëüêó δi â òàêîé ïîñòàíîâêå ìîæåò áûòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, òî ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ

ëèøü å¼ óñðåäí¼ííîå çíà÷åíèå

δEi = EYi1 − EYi0. (5)

Çàìåòèì, ÷òî íåò îñíîâàíèé îïðåäåëÿòü ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ èñêëþ÷èòåëüíî êàê ðàçíîñòü äâóõ âåëè÷èí.

Íàïðèìåð, èíîãäà èññëåäîâàòåëÿ ìîæåò èíòåðåñîâàòü ïðîöåíòíîå ðàçëè÷èå ìåæäó äâóìÿ âåëè÷èíàìè, è òîãäà

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ êàê ÷àñòíîå
(︂
Yi1
Yi0
− 1
)︂
×100% (â òàêèõ ñëó÷àÿõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ

òåðìèí àïëèôò îò àíãë.: uplift � ïîäú¼ì); òàêæå âîçìîæíû è äðóãèå ôóíêöèîíàëüíûå ôîðìû.

Åñëè ââåñòè ïåðåìåííóþ Yi, îáîçíà÷àþùóþ ôàêòè÷åñêè íàáëþäàåìûé ïîòåíöèàëüíûé èñõîä äëÿ i-ãî îáú-

åêòà, òî äëÿ êîíòðîëüíîé ãðóïïû äàííàÿ ïåðåìåííàÿ áóäåò ïðèíèìàòü îäíî èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé Yi0, à

äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé � îäíî èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé Yi1. Ôîðìàëüíî ýòî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå óðàâíåíèÿ

(6):

Yi = DiYi1 + (1−Di)Yi0 (6)
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Îäíèì èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé ôóíäàìåíòàëüíîé ïðîáëåìû ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé èíôåðåíöèè ÿâëÿåòñÿ

àãðåãàöèÿ ýôôåêòîâ âîçäåéñòâèÿ äëÿ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ ïîïóëÿöèè â îäèí ñðåäíèé ýôôåêò, ïðè ýòîì

ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ îá îáúåêòàõ èç ýêñïåðèìåíòàëüíîé ãðóïïû äëÿ âûâîäîâ î EYi1
è, àíàëîãè÷íî, îáúåêòû èç êîíòðîëüíîé ãðóïïû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè ïîïóëÿöèîííîãî çíà÷åíèÿ

EYi0.
Ðóáèí â ñâîåé ðàáîòå ââ¼ë èäåíòèôèêàöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå îá óñòîé÷èâîñòè èíäèâèäóàëüíîé âåëè÷èíû

âîçäåéñòâèÿ � íàáîð òðåáîâàíèé, äîñòàòî÷íûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ÷èòàòü ñðåäíåå ïî ïîäâûáîðêàì â ãðóïïå

âîçäåéñòâèÿ è â êîíòðîëüíîé ãðóïïå íåñìåù¼ííûìè îöåíêàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîïóëÿöèîííûõ çíà÷åíèé.

Óñòîé÷èâîñòü èíäèâèäóàëüíîé âåëè÷èíû âîçäåéñòâèÿ:

1. Ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ íà îäèí ýëåìåíò ïîïóëÿöèè íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé âîçäåéñòâèÿ ó äðóãèõ ýëåìåíòîâ

ïîïóëÿöèè;

2. Ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ íà îäèí ýëåìåíò ïîïóëÿöèè íå çàâèñèò îò ìåõàíèçìà ïîëó÷åíèÿ ýòîãî âîçäåéñòâèÿ,

òî åñòü, íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Yi ñîîòâåòñòâóåò ïîòåíöèàëüíîìó èñõîäó Y (Di).

Ïåðâóþ ÷àñòü ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îòñóòñòâèå ýêñòåðíàëèé (âíåøíèõ ýô-

ôåêòîâ). Âòîðàÿ êîìïîíåíòà ïðåäïîëîæåíèÿ ïîñòóëèðóåò êëþ÷åâîå ñâîéñòâî êîíòðôàêòóàëüíûõ ñîñòîÿíèé,

íåîáõîäèìîå äëÿ ðàçðåøåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïðîáëåìû èíôåðåíöèè � áëàãîäàðÿ åìó ñðåäíèå ïî ïîäâû-

áîðêàì Yi ñ ðàçíûìè óðîâíÿìè âîçäåéñòâèÿ ñòàíîâÿòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ EY (d).

Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîñòüþ (àíãë.: consistency), à â ýêîíîìåòðè÷åñêîé

ëèòåðàòóðå ðàñïðîñòðàíåíî áëèçêîå ïî ñìûñëó ïîíÿòèå ýêçîãåííîñòè. Îïòèìèçàöèîííîå ïîâåäåíèå èññëåäó-

åìûõ îáúåêòîâ íåðåäêî âåä¼ò ê íàðóøåíèþ äàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ â ñèòóàöèÿõ, êîãäà îíè ñàìîñòîÿòåëüíî

îòáèðàþòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäâåðãíóòüñÿ âîçäåéñòâèþ. Òàêèå æå ïðîáëåìû ìîæíî íàáëþäàòü â ñëó÷àÿõ,

êîãäà âîçäåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå òåõ èëè èíûõ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòîâ èçó÷åíèÿ.

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùèì ïðèìåðîì èç êíèãè Àíãðèñòà è Ïèøêå.7

Ïðèìåð 2.1. Èññëåäóéòå âëèÿíèå ãîñïèòàëèçàöèè íà çäîðîâüå ëþäåé, èñïîëüçóÿ äàííûå îïðîñà íàñåëåíèÿ

ÑØÀ The National Health Interview Survey, â êîòîðîì âêëþ÷àëèñü âîïðîñû, �Áûë ëè ãîñïèòàëèçèðîâàí îïðà-

øèâàåìûé â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ 12 ìåñÿöåâ”, è �Êàê âû îöåíèâàåòå ñâî¼ çäîðîâüå ïî øêàëå îò 1 (îòëè÷íîå)

äî 5 (ïëîõîå)”.

Òàáëèöà 1: Îïèñàòåëüíàÿ ñòàòèñòèêà ïîêàçàòåëÿ ñàìîîöåíêè óðîâíÿ çäîðîâüÿ

Ãðóïïà Ðàçìåð âûáîðêè Ñðåäíåå çíà÷åíèå Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà

Âîçäåéñòâèå 7774 2.79 0.014
Êîíòðîëüíàÿ 90049 2.07 0.003

Èç äàííûõ â òàáëèöå ñëåäóåò, ÷òî îïðîøåííûå ïîñëå ãîñïèòàëèçàöèè èìåþò â ñðåäíåì ñóùåñòâåííî õóäøèå

ïîêàçàòåëè çäîðîâüÿ. Îäíàêî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàâåðíÿêà òàêèå ëþäè èçíà÷àëüíî îáëàäàëè ñóùåñòâåííî

õóäøèì çäîðîâüåì, ÷åì òå, êòî íå áûë ãîñïèòàëèçèðîâàí.

Îáîçíà÷àÿ çà Yi0 óðîâåíü çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà, íå ïîäâåðãíóòîãî ãîñïèòàëèçàöèè, à Yi1 � óðîâåíü çäîðîâüÿ

òîãî æå ÷åëîâåêà ïîñëå ãîñïèòàëèçàöèè, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñðåäíåãî ýôôåêòà

âîçäåéñòâèÿ:

E (Yi | Di = 1)− E (Yi | Di = 0)⏞ ⏟⏟ ⏞
íàáëþäàåìàÿ ðàçíîñòü

= E (Yi1 | Di = 1)− E (Yi0 | Di = 1)⏞ ⏟⏟ ⏞
ATT

+

7Angrist, J. D., & Pischke, J.-S. (2009). Mostly Harmless Econometrics: An Empiricist's Companion. Princeton, NJ: Princeton
University Press.
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+E (Yi0 | Di = 1)− E (Yi0 | Di = 0)⏞ ⏟⏟ ⏞
ñìåùåíèå âûáîðêè

Íàñ èíòåðåñóåò ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà � ATT (îò àíãë. average treatment at treated �

ñðåäíèé ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ â ÷àñòè ïîïóëÿöèè ïîäâåðãøåéñÿ âîçäåéñòâèþ) � ïîñêîëüêó îí ÿâëÿåòñÿ íàèáî-

ëåå ïîäõîäÿùèì äîñòóïíûì ïðèáëèæåíèåì ñðåäíåãî ýôôåêòà âîçäåéñòâèÿ ïî âñåé ïîïóëÿöèè ATE (îò àíãë.

average treatment e�ect). Ïðè ýòîì, íàáëþäàåìàÿ ðàçíîñòü òàêæå ñîäåðæèò êîìïîíåíòó, èíòåðïðåòèðóåìóþ

êàê ñìåùåíèå âûáîðêè, � òî åñòü ñðåäíåå ðàçëè÷èå çäîðîâüÿ ìåæäó òåìè, êòî áûë, è êòî íå áûë ãîñïèòàëè-

çèðîâàí. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà âîçäåéñòâèå íàçíà÷àåòñÿ ñëó÷àéíî (âêëþ÷àÿ ðàíäîìèçèðîâàííûå êîíòðîëèðóåìûå

èñïûòàíèÿ), ïåðåìåííàÿ Di íåçàâèñèìà îò âñåõ äðóãèõ ïåðåìåííûõ ìîäåëè (ýêçîãåííà); â ÷àñòíîñòè, íåçàâè-

ñèìîñòü ñ ïîòåíöèàëüíûìè èñõîäàìè ìîæíî îáîçíà÷èòü ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

Di ⊥⊥
(︁
Yi(0), Yi(1)

)︁
äëÿ âñåõ i.

Ýòî óñëîâèå, íàçûâàåìîå áåçóñëîâíîé íåçàâèñèìîñòüþ (èëè èãíîðèðóåìîñòüþ), ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñðàâíè-

âàåìûå ãðóïïû ñîïîñòàâèìû ïî âñåì íàáëþäàåìûì è íåíàáëþäàåìûì õàðàêòåðèñòèêàì, êðîìå ñàìîãî âîç-

äåéñòâèÿ. Òîãäà íàáëþäàåìûå ñðåäíèå â êàæäîé ãðóïïå ÿâëÿþòñÿ íåñìåù¼ííûìè îöåíêàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïîòåíöèàëüíûõ èñõîäîâ; êðîìå òîãî

E(Yi0 | Di = 1)− E(Yi0 | Di = 0) = E(Yi0)− E(Yi0) = 0,

ïîýòîìó ñìåùåíèå âûáîðêè ðàâíî íóëþ � è ðàçíîñòü ñðåäíèõ çíà÷åíèé èìååò ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííóþ èíòåð-

ïðåòàöèþ. Òàêîé ïîäõîä øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå, ÷àñòî ïîä íàçâàíèåì A/B-òåñòèðîâàíèÿ (ñïëèò-

òåñòèðîâàíèÿ). Â ðàññìîòðåííîì æå ïðèìåðå ôóíäàìåíòàëüíûå îòëè÷èÿ ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíîé è êîí-

òðîëüíîé ãðóïïàìè îçíà÷àþò, ÷òî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èíäèâèäóàëüíîé âåëè÷èíû âîçäåéñòâèÿ íàðóøåíû,

è áåç äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè ñðåäíèé ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ íå èäåíòèôèöèðîâàí.

2.3 A/B òåñòû

A/B-òåñòèðîâàíèå � îäèí èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûõ ìåòîäîâ ñðàâíåíèÿ äâóõ âàðèàíòîâ âîçäåéñòâèÿ

íà íåêîòîðóþ öåëåâóþ àóäèòîðèþ, îñíîâàííûé íà ïðîâåäåíèè ðàíäîìèçèðîâàííîãî êîíòðîëèðóåìîãî èñïû-

òàíèÿ. Íàçâàíèå ìåòîäà ñâÿçàíî ñ ñëó÷àéíûì ðàçäåëåíèåì èñïûòóåìûõ íà äâå ãðóïïû � êîíòðîëüíóþ (A)

è ýêñïåðèìåíòàëüíóþ (B), � ïðè÷åì ê ãðóïïå B ïðèìåíÿåòñÿ íîâîå âîçäåéñòâèå (èçìåí¼ííûé äèçàéí âåá-

ñòðàíèöû, íîâûé àëãîðèòì, ëåêàðñòâî) è ñðàâíèâàþòñÿ íàáëþäàåìûå îòêëèêè ñ ãðóïïîé A, ãäå âîçäåéñòâèå

îñòà¼òñÿ ñòàíäàðòíûì (èëè îòñóòñòâóåò). Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ âûÿñíèòü, ïðèâîäèò ëè íîâîââåäåíèå ê ñòàòèñòè-

÷åñêè çíà÷èìîìó èçìåíåíèþ íåêîòîðîé öåëåâîé ìåòðèêè (êîíâåðñèÿ, âðåìÿ íà ñàéòå, äîõîä, âûæèâàåìîñòü

è ò. ï.). Êàê óæå áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, â ñëó÷àå A/B òåñòèðîâàíèÿ ðàçíîñòü âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ ÿâëÿåòñÿ

íåñìåù¼ííîé îöåíêîé ýôôåêòà âîçäåéñòâèÿ. Ïîýòîìó çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîé ïðîáëåìå ñòàòèñòè÷åñêî-

ãî âûâîäà: ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 : ATE = 0, èëè ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ýòîãî ïàðàìåòðà.

Ìåòîä òåñòèðîâàíèÿ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò òèïà îòêëèêà (íåïðåðûâíûé, áèíàðíûé, ñ÷¼òíûé),

à òàêæå îò èñïîëüçóåìîé ìåòðèêè. Â ïðîñòîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü íîðìàëüíîå ïðèáëèæåíèå:

Ȳ1 − Ȳ0
d
≈ N

(︃
ATE,

σ20
n0

+
σ21
n1

)︃
⇒ CI1−α(ATE) = Ȳ1 − Ȳ0 ± qα/2

(︃
σ̂20
n0

+
σ̂21
n1

)︃
, (7)

ãäå Ȳ1 è Ȳ0 � âûáîðî÷íûå ñðåäíèå ïî òåñòîâîé è êîíòðîëüíîé âûáîðêàì ñîîòâåòñòâåííî; n1 è n0 � ðàçìåðû

ýòèõ âûáîðîê, à σ2i è σ̂
2
i , i ∈ {0, 1} � çíà÷åíèÿ ïîïóëÿöèîííîé äèñïåðñèè è èõ (ñîñòîÿòåëüíûå) îöåíêè. Êðîìå
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òîãî, èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ: 1− α � óðîâåíü äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà, qα/2 �
α
2 -êâàíòèëü

äëÿ èñïîëüçóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî â äàííîì ñëó÷àå).

Ïðèìåð 2.2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíûé ðàçìåð ñáàëàíñèðîâàííûõ âûáîðîê (n0 = n1 = n) äëÿ ïðîâåäåíèÿ

A/B-òåñòà, ïðè êîòîðîì òåñò, îñíîâàííûé íà äîâåðèòåëüíîì èíòåðâàëå (7), èìååò çíà÷èìîñòü α è ìîùíîñòü

1− β ïî îòíîøåíèþ ê àëüòåðíàòèâå Ha : ATE ≥ δ, ãäå δ > 0 � òàê íàçûâàåìûé ìèíèìàëüíî äåòåêòèðóåìûé

ýôôåêò. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèñïåðñèÿ â îáîèõ âûáîðêàõ ðàâíà σ2.

Èñïîëüçîâàíèå êîâàðèàòîâ (êîíòðîëüíûõ ïåðåìåííûõ) â A/B òåñòàõ: õîòÿ ñëó÷àéíîå íàçíà÷åíèå âîçäåé-

ñòâèÿ ñàìî ïî ñåáå îáåñïå÷èâàåò íåñìåù¼ííîñòü îöåíêè, âêëþ÷åíèå êîíòðîëüíûõ ïåðåìåííûõ â àíàëèç ìîæåò

óìåíüøèòü å¼ äèñïåðñèþ è ïîâûñèòü ìîùíîñòü òåñòîâ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò èñïîëüçîâàíèþ ðåãðåññèîííûõ ìîäå-

ëåé èëè ìåòîäîâ ñîïîñòàâëåíèÿ, îäíàêî â A/B-òåñòàõ ÷àñòî ïðèìåíÿþò ñòðàòèôèöèðîâàííóþ ðàíäîìèçàöèþ:

ðàçáèâàþò ïîïóëÿöèþ íà ñëîè ïî âàæíûì ïðèçíàêàì è âíóòðè êàæäîãî ñëîÿ ïðîâîäÿò îòäåëüíóþ ðàíäîìè-

çàöèþ. Ýòî ãàðàíòèðóåò áàëàíñ êîâàðèàò â ìàëûõ âûáîðêàõ è ñíèæàåò âàðèàòèâíîñòü îöåíîê; îöåíêà ATE â

òàêîé ñèòóàöèè áåðåòñÿ, êàê âçâåøåííîå ñðåäíåå ïî ñëîÿì.
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3 Ìåòîä áóòñòðàïà

3.1 Áóòñòðàï äëÿ êîððåêöèè ñìåùåíèÿ îöåíîê

Ïîìèìî èñïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæåíèé, îñíîâàííûõ íà ÖÏÒ, ñóùåñòâóåò åù¼ îäèí óíèâåðñàëüíûé ìåòîä

íàõîæäåíèÿ (ïðèáëèæåííûõ) ðàñïðåäåëåíèé ñëîæíûõ ôóíêöèé îò âûáîðîê � òàê íàçûâàåìûé áóòñòðàï. Â

îñíîâå ýòîãî ìåòîäà ëåæèò ïðèíöèï �ìàòð¼øêè�: íàáëþäàåìàÿ ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè x = (x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ

÷àñòüþ èññëåäóåìîé ïîïóëÿöèè ñ íåèçâåñòíîé ô.ð. FX , ïîýòîìó åñëè ñäåëàòü íîâóþ ïîïóëÿöèþ, ñîñòîÿùóþ

òîëüêî èç òî÷åê âåêòîðà x, òî âûáîðêè èç íå¼ áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò x ïîõîæèì îáðàçîì íà òî, êàê ñàì x

îòëè÷àåòñÿ îò ïîëíîé ïîïóëÿöèè. Èäåÿ òîãî, ÷òî âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ äàííûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ðîëè

âñåé ïîïóëÿöèè äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïîïóëÿöèîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íàøëà îòðàæåíèå â íàçâàíèè ìåòîäà,

êîòîðîå ïðîèñõîäèò îò àíãë. boot strap � ïåòëè íà îáóâè, óõâàòèâøèñü çà êîòîðûå, áàðîí Ìþíõãàóçåí, ïî

ñëóõàì, âûòàùèë ñåáÿ èç áîëîòà.8

Ðàññìîòðèì òèïè÷íóþ ñèòóàöèþ, êîãäà ìû âû÷èñëÿåì îöåíêó θ̂n(X) ïàðàìåòðà θ, è íàì òðåáóåòñÿ íàéòè

êàêèå-òî õàðàêòåðèñòèêè å¼ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíî, ÷òî θ̂n(X) ÿâëÿåòñÿ ñìåù¼ííîé, íî ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ, è

ïóñòü

bias0 = Eθ̂n(X)− θ.

Åñëè âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ èçâåñòíà, òî ñêîìïåíñèðîâàòü åãî íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà � ïîýòîìó ðàññìîòðèì

ñèòóàöèþ, êîãäà òàêîé àíàëèòè÷åñêèé ðàñ÷åò íåâîçìîæåí. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîäåëàòü ñëåäóþùåå ðàñ-

ñóæäåíèå: ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî ïðè ðàñ÷åòå îöåíêè ïî ýëåìåíòàì âñåé ïîïóëÿöèè,

ìû áóäåì ïîëó÷àòü òî÷íîå çíà÷åíèå θ, à çíà÷èò ñìåùåíèå âîçíèêàåò èç-çà ïðîïóñêà â âûáîðêå íåêîòîðûõ

âîçìîæíûõ çíà÷åíèé X (è, ñîîòâåòñòâåííî, èçáûòî÷íîãî âåñà âêëþ÷åííûõ çíà÷åíèé). Òîãäà, åñëè âçÿòü ïîä-

âûáîðêó X∗ èç ðàññìàòðèâàåìîé âûáîðêè, òî îöåíêà, ïîñ÷èòàííàÿ ïî íåé, áóäåò òîæå ñìåùåíà îòíîñèòåëüíî

çíà÷åíèÿ �ïî âñåé ïîïóëÿöèè�, â ðîëè êîòîðîé òåïåðü âûñòóïàþò òî÷êè èñõîäíîé âûáîðêè (x1, . . . , xn). Åñòå-

ñòâåííûì â òàêîé ñèòóàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ óñðåäíèòü íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå ñìåùåíèÿ ïî ðàçíûì âîçìîæ-

íûì ïîäâûáîðêàì èç èñõîäíîé âûáîðêè (êîòîðûå îáû÷íî äåëàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ñëó÷àéíîãî âûáîðà

ñ âîçâðàùåíèåì, èìåþò òàêîé æå ðàçìåð n è íàçûâàþòñÿ áóòñòðàï-âûáîðêàìè), è âû÷åñòü åãî èç èñõîäíîãî

çíà÷åíèÿ îöåíêè. Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà ñ ïîïðàâëåííûì ñìåùåíèåì áóäåò èìåòü âèä

θ̂n(x)−
(︁
θ̄n(X

∗)− θ̂n(x)
)︁
= 2θ̂n(x)− θ̄n(X∗),

ãäå θ̄n(X
∗) � ñðåäíåå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè íà áóòñòðàï-âûáîðêàõ.

Ñõîæèé àëãîðèòì ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ ïîïðàâêè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ. Â áàçîâîì âàðèàíòå, äî-

ñòàòî÷íî ïðèìåíèòü êîððåêöèþ ê ñòàòèñòèêàì a(x), b(x), çàäàþùèì êðàÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà. Äðóãèå

ìåòîäû èñïîëüçóþò îöåíêè ý.ô.ð. è ðàññìàòðèâàþòñÿ äàëåå.

3.2 Íåïàðàìåòðè÷åñêèé áóòñòðàï äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû âèäåëè, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ íóæíî

� Ïîäîáðàòü ñòàòèñòèêó S, ÿâëÿþùóþñÿ õîðîøåé òî÷å÷íîé îöåíêîé èññëåäóåìîãî ïàðàìåòðà θ;

� Íàéòè õàðàêòåðèñòèêè (íàïðèìåð, êâàíòèëè) ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñòàòèñòèêè.

8Anatolyev S. (2007). The basics of bootstrapping. Quantile, �3, pp. 1�12.
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Áîëüøèíñòâî èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé äîñòàòî÷íî ñëîæíû, ïîýòîìó êàê-ïðàâèëî,

âòîðàÿ ÷àñòü òàêîé çàäà÷è íå èìååò òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ðåäêèå èñêëþ÷åíèÿ âêëþ÷àþò â ñåáÿ

ñëó÷àè, êîãäà âñÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ âûáîðêà èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, � íî îáû÷íî òàêîå ïðåäïîëî-

æåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì íåðåàëèñòè÷íûì. Èç-çà íåäîñòóïíîñòè òî÷íûõ ðåøåíèé, ðàñïðîñòðàíåíî èñïîëü-

çîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ñòàòèñòèê â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èñòèííûõ ðàñïðåäåëåíèé â

ìàëûõ (êîíå÷íûõ) âûáîðêàõ. Îäíàêî, òàêèå ïðèáëèæåíèÿ ìîãóò áûòü ñèëüíî íåòî÷íûìè, èëè ñëîæíûìè äëÿ

âû÷èñëåíèÿ.

Ëþáûå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè S ìîæíî âûðàçèòü, åñëè èçâåñòíà å¼ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

FS(u, FX) := P
(︁
S(X1, . . . , Xn) ≤ u

)︁
, (8)

êîòîðàÿ çàâèñèò îò ðàçìåðà âûáîðêè n, ïîïóëÿöèîííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ FX è, êîñâåííî, îò çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðà θ. Ïðè èçâåñòíîé FX , äàæå â ñèòóàöèè, êîãäà àíàëèòè÷åñêîå íàõîæäåíèå FS(u, FX) ÿâëÿåòñÿ ñëèø-

êîì ñëîæíûì, å¼ ìîæíî âîññòàíîâèòü ñî ñêîëü óãîäíî âûñîêîé òî÷íîñòüþ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.

Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîâòîðèòü äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàç ýêñïåðèìåíò ñ ãåíåðàöèåé èç FX ñëó÷àéíûõ âûáîðîê ðàç-

ìåðîì n è ðàñ÷¼òîì íà íèõ çíà÷åíèé S. Â ðåçóëüòàòå íà ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèÿõ ñòàòèñòèêè ìîæíî ïîñòðîèòü

ý.ô.ð. F̂S(u, FX), êîòîðàÿ ïî òåîðåìå Ãëèâåíêî-Êàíòåëëè ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé îöåíêîé FS(u, FX), à çíà÷èò, ïðè-

ãîäíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êâàíòèëåé äëÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ è äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íà ïðàêòèêå FX îáû÷íî íåèçâåñòíà, îäíàêî äîñòóïíà å¼ îöåíêà � ý.ô.ð. F̂X . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî F̂X ñîîò-

âåòñòâóåò ðàâíîìåðíîìó äèñêðåòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ íîñèòåëåì � òî÷êàìè èñõîäíîé âûáîðêè {xi}ni=1 (â

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå xi ðàçíûå), òî ïðîöåäóðà Ìîíòå-Êàðëî ãåíåðàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ñëó÷àé-

íûì îáðàçîì ñ âîçâðàùåíèåì n ýëåìåíòîâ èç èñõîäíîé âûáîðêè (ðåñýìïëèíã), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò áóòñòðàï-

âûáîðêàì, ðàññìîòðåííûì ðàíåå.

Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ïîñòðîèòü áóòñòðàï-ý.ô.ð. F̂S(u, F̂X), è ïîñêîëüêó F̂X ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê

FX ñ ðîñòîì n, òî ìîæíî îæèäàòü (â ïðåäïîëîæåíèè íåïðåðûâíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ), ÷òî

F̂S(u, F̂X) áóäåò ñõîäèòüñÿ ïî n ê FS(u, FX), � à çíà÷èò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n åñòü îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü,

÷òî îíè áëèçêè � ïîýòîìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü F̂S(u, F̂X) äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê S.

3.3 Ïîëóïàðàìåòðè÷åñêèé è ïàðàìåòðè÷åñêèé áóòñòðàï

Ðàññìîòðåííàÿ âûøå ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ áóòñòðàï-âûáîðîê ñ ïîìîùüþ ðåñýìïëèíãà íå ïðåäïîëàãàåò

íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ çíàíèé î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, è íàçûâàåòñÿ íåïàðàìåò-

ðè÷åñêèì áóòñòðàïîì. Î÷åâèäíûì íåäîñòàòêîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ìîæåò âîñïðîèçâîäèòü òîëü-

êî òå ýëåìåíòû, êîòîðûå áûëè â èñõîäíîé âûáîðêå, ÷òî îãðàíè÷èâàåò ÷èñëî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñòàòèñòèêè,

ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ áóòñòðàïà. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóþò ïîäõîäû, ïîìîãàþùèå

ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó.

Â ìåòîäå ïîëóïàðàìåòðè÷åñêîãî áóòñòðàïà ðåñýìïëèíã äåëàåòñÿ èç ñãëàæåííîé âåðñèè âûáîðî÷íîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ýëåìåíòû, ïîõîæèå íà íàáëþäàåìóþ âûáîðêó, íî â òî æå âðåìÿ íå

ïîâòîðÿþùèå å¼ â òî÷íîñòè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî ìîæíî î÷åíü ïðîñòî ñäåëàòü, ñíà÷àëà ñäåëàâ ðåñýìïëèíã,

êàê íåïàðàìåòðè÷åñêîì áóòñòðàïå, à çàòåì äîáàâëÿÿ ê ïîëó÷åííûì íàáëþäåíèÿì ñëó÷àéíûé øóì. Òàêîé ìå-

òîä ÷àñòî ïðèìåíÿþò äëÿ âûáîðîê èç äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, â êîòîðûõ íàáëþäåíèÿ ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ

è èìåòü íèçêóþ âàðèàòèâíîñòü.

Ïàðàìåòðè÷åñêèé áóòñòðàï ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äàííûå ïðîèñõîäÿò èç èçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèçâåñò-

íûìè ïàðàìåòðàìè. Â ýòîì ìåòîäå ñíà÷àëà îöåíèâàþòñÿ ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ ïî èìåþùèìñÿ äàííûì,

à çàòåì îöåíåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñèìóëÿöèè âûáîðîê. Ïàðàìåòðè÷åñêèé áóòñòðàï ïîçâî-
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ëÿåò ó÷èòûâàòü èçâåñòíóþ ñòðóêòóðó äàííûõ â ïîïóëÿöèè è èñïîëüçîâàòü ýòó èíôîðìàöèþ äëÿ ãåíåðàöèè

áóòñòðàï-âûáîðîê. Îäíàêî âàæíî ïîìíèòü, ÷òî ïðàâèëüíûé âûáîð òåîðåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è òî÷íûå

îöåíêè åãî ïàðàìåòðîâ èìåþò ðåøàþùåå çíà÷åíèå äëÿ òî÷íîñòè è íàäåæíîñòè ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ òàêîãî

ìåòîäà.

3.4 Ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ñ ïîìîùüþ áóòñòðàïà

Îäèí èç ñàìûõ ïåðâûõ áóòñòðàï-ìåòîäîâ áûë ïðåäëîæåí Ýôðîíîì9 è ïðåäïîëàãàë ñëåäóþùèé àëãîðèòì

äåéñòâèé äëÿ ïîñòîðåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ ïàðàìåòðà θ:

1. Ñãåíåðèðîâàòü N áóòñòðàï-âûáîðîê {X∗
i }ni=1 íà îñíîâå èñõîäíîé âûáîðêè {xi}ni=1 (íåïàðàìåòðè÷åñêèé

ïîäõîä), ëèáî èç îöåí¼ííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîäõîä);

2. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå θ̂∗ := θ̂(X∗
1 , . . . , X

∗
n) äëÿ êàæäîé èç N áóòñòðàï-âûáîðîê;

3. Â ïîëó÷åííîé âûáîðêå θ̂∗ íàéòè âûáîðî÷íûå êâàíòèëè óðîâíÿ qα/2(θ̂
∗) è q1−α/2(θ̂

∗), êîòîðûå è áóäóò

ãðàíèöàìè äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ θ. Çäåñü 1− α, êàê îáû÷íî, òðåáóåìûé óðîâåíü äîâåðèÿ.

Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó ìåòîäà Ýôðîíà, îí íå èìååò ïîä ñîáîé òâ¼ðäîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ,

è áîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå íà ïðàêòèêå ïîëó÷èë ìåòîä Õîëëà.10 Â í¼ì áóòñòðàï-âûáîðêè èñïîëüçóþòñÿ

äëÿ âû÷èñëåíèÿ àíàëîãîâ êîíñòðóêöèè S = θ̂ − θ, âûðàæàþùåé ðàçëè÷èå ìåæäó îöåíêîé ïî âûáîðêå è å¼

ïîïóëÿöèîííûì àíàëîãîì. Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî S ñîäåðæèò â ñâî¼ì âûðàæåíèè ïîïóëÿöèîííûé ïàðàìåòð

� òî åñòü íå ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íîé ñòàòèñòèêîé. Òåì íå ìåíåå, àíàëîã S íà áóòñòðàï-âûáîðêàõ X∗ ìîæíî

âû÷èñëèòü, ïîñêîëüêó íàì äîñòóïíû âñå íàáëþäåíèÿ íîâîé óìåíüøåííîé ïîïóëÿöèè. Â ýòîì ñëó÷àå àíàëîãîì

θ̂ ñòàíóò çíà÷åíèÿ θ̂∗, âû÷èñëåííûå ïî X∗, à âìåñòî θ ïîïóëÿöèîííûì ïàðàìåòðîì ñòàíåò θ̂, ïîýòîìó

S(X∗) = θ̂∗ − θ̂.

Ïîñêîëüêó S(X∗) âû÷èñëèìû, òî ìîæíî ïîñòðîèòü áóòñòðàï-ý.ô.ð. F̂S(u, F̂X). Åñëè ýòîò ôóíêöèîíàë

íåïðåðûâåí â îêðåñòíîñòè FX , òî â ñèëó òåîðåìû Ãëèâåíêî-Êàíòåëëè, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

F̂S(u, F̂X)
ï.í.−−−→
n→∞

FS(u, FX), (9)

÷òî ýêâèâàëåíòíî ñõîäèìîñòè S(X∗) ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñâîåìó ïðåäåëó S = θ̂−θ. Äàëåå, ñõîäèìîñòü çàìåíÿ-
åòñÿ íà ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî ðàñïðåäåëåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà.

Ïóñòü q∗α/2 è q
∗
1−α/2 � êâàíòèëè áóòñòðàï-ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè θ̂∗. Òîãäà

θ̂∗ − θ̂
d
≈ θ̂ − θ ⇒ θ̂∗

d
≈ 2θ̂ − θ ⇒ P

(︁
q∗α/2 ≤ 2θ̂ − θ ≤ q∗1−α/2

)︁
≈ 1− α⇒

⇒ CI∗1−α(θ) =
(︁
2θ̂ − q∗1−α/2, 2θ̂ − q

∗
α/2

)︁
.

Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ áóñòñòðàï-ñòàòèñòèê âèäà θ̂∗−θ̂
s.e.(θ̂∗)

è
⃓⃓⃓
θ̂∗−θ̂
s.e.(θ̂∗)

⃓⃓⃓
, êîòî-

ðûå â ïðåäïîëîæåíèè íåïðåðûâíîñòè äîëæíû ñõîäèòüñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê θ̂−θ
s.e.(θ̂)

è
⃓⃓⃓
θ̂−θ
s.e.(θ̂)

⃓⃓⃓
ñîîòâåòñòâåííî.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíåíèå ñòàòèñòèê ïîäîáíîãî âèäà ïîìîãàåò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî áóòñòðàï-àíàëîã ñõî-

äèòñÿ ê èñòèííîìó ðàñïðåäåëåíèþ î÷åíü áûñòðî: ìîäóëü ðàçíîñòè ìåæäó ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò

9Efron, B. (1979). Bootstrap methods: Another look at the jackknife. The Annals of Statistics. 7: 1-26.
10Hall, P. (1986). On the bootstrap and con�dence intervals. The Annals of Statistics. 14: 1431�1452.
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èìåòü àñèìïòîòèêó n−3/2 è âûøå âìåñòî òèïè÷íîãî n−
1
2 . Òàêîé ñëó÷àé â áóòñòðàïå íàçûâàþò àñèìïòîòè÷åñêîé

ðàôèíàöèåé.

#example on bootstrap confidence interval calculation for sample mean

data(mtcars)

head(mtcars)

bootstrap <- function(data, n) {

resampled_data <- lapply(1:n, function(i) {

resample <- sample(data, replace = TRUE)

mean(resample)

# Perform desired operations on the resampled data, e.g., compute a statistic

# and return the mean

})

return(resampled_data)

}

bootstrapped_samples <- bootstrap(mtcars$hp, 500)

#bootstrapped_samples

quantile(unlist(bootstrapped_samples), probs = c(0.025, 0.25, 0.5, 0.75, 0.975))

#Hall's bootstrap confidence interval

print(c(2*mean(mtcars$hp) - quantile(unlist(bootstrapped_samples), probs = 0.975),

2*mean(mtcars$hp) - quantile(unlist(bootstrapped_samples), probs = 0.025)))

3.5 Èñïîëüçîâàíèå áóòñòðàïà ïðè A/B òåñòèðîâàíèè

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, â êîòîðîì òðåáóåòñÿ èçó÷èòü âëèÿíèå íîâîãî àëãîðèòìà ðåêîìåíäàöèé íà ñóììó

ïîêóïêè (àíãë.: average revenue per user, ARPU), ïðè÷¼ì êëþ÷åâîé ìåòðèêîé áóäåò ñðåäíèé ÷åê (èëè îáùàÿ

âûðó÷êà íà ïîëüçîâàòåëÿ).

Ñëîæíîñòü àíàëèçà çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå èññëåäóåìîé ïåðåìåííîé èìååò òÿæåëûå

õâîñòû: íàïðèìåð 90% ïîëüçîâàòåëåé ìîãóò íå ïîêóïàòü íè÷åãî (ñóìì ïîêóïîê � 0 ðóáëåé), 9% � ïîêóïàòü

íà 500-2000 ðóáëåé, à 1% � ýòî `'êèòû�, êîòîðûå ïîêóïàþò íà 50 000 ðóáëåé. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ñèëüíî çàâèñèò

îò ýòèõ 1% �êèòîâ�. Äàæå ñ íå î÷åíü ìàëåíüêèìè âûáîðêàìè, åñëè â êîíòðîëüíóþ ïîïàë îäèí ñóïåð-êèò, à â

òåñò íåò, îöåíêà íà îñíîâå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà (7), ñêîðåå âñåãî, ïðèâåä¼ò ê íåâåðíîìó âûâîäó. Òàêæå

âåðîÿòíî, ÷òî êëàññè÷åñêèé z-òåñò â òàêîì ïðèìåðå ñêàæåò, ÷òî äèñïåðñèè îãðîìíû, è ðàçëè÷èé íåò � äàæå

åñëè íîâûé àëãîðèòì ðåàëüíî ïîäíÿë ñðåäíèé ÷åê ó ñðåäíåãî ñåãìåíòà.

Êëþ÷åâàÿ îñîáåííîñòü áóòñòðàïà, îáåñïå÷èâàþùàÿ åãî óäîáñòâî â òàêèõ ñèòóàöèÿõ � ýòî âîçìîæíîñòü

èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ñëîæíî óñòðîåííûõ ñòàòèñòèê. Â ïðèâåä¼ííîì âûøå ïðèìåðå, ìîæíî áóòñòðàïèòü íå

ñðåäíåå, à ìåäèàíó èëè óðåçàííîå ñðåäíåå � âåäü äëÿ áèçíåñà ÷àñòî âàæíåå, ÷òî ñòàëî ëó÷øå ó 80% ïîëüçîâà-

òåëåé, à íå ÷òî îäèí êèò êóïèë íà 10ê áîëüøå. Â äðóãîì ñëó÷àå, åñëè ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå (íàïðè-

ìåð, êëèêè/ïîêàçû), òî ÷àñòî áóòñòðàï îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííûì äîñòóïíûì âàðèàíòîì, ïîòîìó ÷òî ÷èñëèòåëü

è çíàìåíàòåëü êîððåëèðóþò. Äåëüòà-ìåòîä â òàêîé ñèòóàöèè ìîæåò áûòü î÷åíü ñëîæíûì, à áóòñòðàï äàåò

êîððåêòíûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë àâòîìàòè÷åñêè. Êðîìå òîãî, ñ òî÷êè çðåíèÿ áèçíåñà, èíòåðïðåòàöèÿ

ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ áóòñòðàïà, íàïîäîáèå �â 99% íàøèõ ñèìóëÿöèé íîâàÿ ìîäåëü ïîêàçàëà

ðîñò� ãîðàçäî èíòóèòèâíåå êëàññè÷åñêîãî òåñòèðîâàíèÿ.

Îáðàòíîé ñòîðîíîé ïðîñòîòû ïðèìåíåíèÿ è óíèâåðñàëüíîñòè áóòñòðàïà ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà òåîðåòè-

÷åñêèå îñíîâàíèÿ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà íå âûïîëíåíû: â òàêîì ñëó÷àå ôàêòè÷åñêèé óðîâåíü äîâåðèòåëüíûõ
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èíòåðâàëîâ è çíà÷èìîñòü òåñòîâ, áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò ðàñ÷¼òíûõ. Ïðèìåíåíèå áóòñòðàïà ìîæåò ïðèâåñòè ê

ïðîáëåìàì â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

� Ïðè ìàëûõ ðàçìåðàõ âûáîðîê � èç-çà áîëüøîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ FX ñ ïîìîùüþ F̂X è, êàê

ñëåäñòâèå, íåòî÷íîñòè ó áóòñòðàï-îöåíêè ðàñïðåäåëåíèÿ òåñòîâîé ñòàòèñòèêè;

� Ïðè íåâûïîëíåíèè óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà T (F ) â òî÷êå FX . Âàæíûì

ïðèìåðîì òàêîãî ñëó÷àÿ ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòèêè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ïî âûáîðêå. Íà ðèñ. 2 èçîáðàæå-

íû ô.ð. äëÿ N (0, 1) è ý.ô.ð. ïî âûáîðêå èç ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçìåðîì 100. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå

äëÿ N (0, 1) íå îãðàíè÷åíî, è ñîîòâåòñòâóþùèé ñóïðåìóì ðàâåí +∞. Â òî æå âðåìÿ, ìàêñèìóì ïî âûáîð-

êå âñåãäà êîíå÷åí. Ïîýòîìó ôóíêöèîíàë T (F ), âû÷èñëÿþùèé ñóïðåìóì ðàñïðåäåëåíèÿ, ðåçêî ìåíÿåò

çíà÷åíèå ïðè ñäâèãå àðãóìåíòà îò èñòèííîé ê âûáîðî÷íîé ô.ð. äàæå íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàññòîÿíèå (â

ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå) ìåæäó íèìè ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëî.

Ðèñ. 2: Ïîïóëÿöèîííàÿ è âûáîðî÷íàÿ ô.ð., à òàêæå ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè FX ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.

� Ïðè íàðóøåíèè ïðåäïîëîæåíèÿ î ñëó÷àéíîñòè âûáîðêè � íàïðèìåð, ïðè îáðàáîòêå äàííûõ îíëàéí-

ñåðâèñîâ, ãäå ïîëüçîâàòåëè ìîãóò ñîâåðøàòü ìíîãî äåéñòâèé âíóòðè îäíîé ñåññèè, è ýòè äåéñòâèÿ, êàê

ïðàâèëî, êîððåëèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ìîæíî ïðèìåíÿòü áëî÷íûé áóòñòðàï, îòáèðàÿ

â íîâûå âûáîðêè öåëûå öåëûå êëàñòåðû äàííûõ, íàïðèìåð ïî userID èëè sessionID.

import numpy as np

import pandas as pd

from sklearn.utils import resample

# 1. Ñèìóëèðóåì äàííûå (êîíòðîëü À è òåñò Á)

# Â òåñòå Á ñðåäíèé ÷åê ðåàëüíî âûøå íà 300 ðóá., íî åñòü âûáðîñû

np.random.seed(42)

# Ãðóïïà À: ìíîãî íóëåé è íåìíîãî ïîêóïîê

group_a = np.concatenate([

np.zeros(800), # 800 íå êóïèëè

np.random.exponential(500, 150), # 150 ïîêóïîê ñî ñðåäíèì 500

np.random.normal(50000, 10000, 5) # 5 ñóïåð-êèòîâ

])

20



# Ãðóïïà Á: àëãîðèòì ëó÷øå àêòèâèðóåò ñðåäíèé ñåãìåíò

group_b = np.concatenate([

np.zeros(750),

np.random.exponential(800, 200), # 200 ïîêóïîê ñî ñðåäíèì 800 (âûøå!)

np.random.normal(50000, 10000, 5)

])

# Âûâîä: Ñðåäíåå À: 2000, Ñðåäíåå Á: 2300 (ðàçíèöà åñòü, íî èç-çà âûáðîñîâ t-test äàñò p=0.4)

n_iterations = 10000

diffs = []

for _ in range(n_iterations):

# Èçâëåêàåì âûáîðêè òîãî æå ðàçìåðà Ñ ÂÎÇÂÐÀÙÅÍÈÅÌ

sample_a = resample(group_a, n_samples=len(group_a), replace=True)

sample_b = resample(group_b, n_samples=len(group_b), replace=True)

# Ñ÷èòàåì ðàçíèöó ñðåäíèõ (ìîæíî çàìåíèòü íà ìåäèàíó: äëÿ ýòîãî çàìåíèòå â êîäå sample_b.mean() íà
np.median(sample_b)

# - è âû ïîëó÷èòå äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ðàçíèöû ìåäèàí, ÷òî ãîðàçäî óñòîé÷èâåå ê ¾êèòàì¿).

diff = sample_b.mean() - sample_a.mean()

diffs.append(diff)

# Ïðåâðàùàåì â ìàññèâ

diffs = np.array(diffs)

# 2. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë (95%)

ci_lower = np.percentile(diffs, 2.5)

ci_upper = np.percentile(diffs, 97.5)

# 3. Ïðèíèìàåì ðåøåíèå: åñëè 0 íå âõîäèò â èíòåðâàë -> ðàçíèöà ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìà

3.6 Ðàçëîæåíèå Ýäæâîðòà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòèçîâàííîé ñóììû

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíà òåõíèêà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ

ñòàòèñòèê â ïîëèíîìèàëüíûå ðÿäû, îñíîâàííàÿ íà èäåÿõ Ô. Ýäæâîðòà.11 Îíà ïîçâîëÿåò êîëè÷åñòâåííî îöå-

íèòü îøèáêó àïïðîêñèìàöèè ïðè èñïîëüçîâàíèè ÖÏÒ è áóòñòðàïà, à òàêæå ñëóæèò ñòðîãîé îñíîâîé äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ðàôèíèðîâàííûõ ñòàòèñòèê � òî åñòü, îáëàäàþùèõ àíîìàëüíî

âûñîêîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè ê èñòèííîìó ðàñïðåäåëåíèþ è, êàê ñëåäñòâèå, ïðèãîäíûõ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ

áóòñòðàïà â âûáîðêàõ ìåíüøåãî îáú¼ìà.

Ïóñòü {Xi}ni=1 � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ EX1 = µ, VX1 = σ2 è êîíå÷íûìè ìîìåíòàìè äî

ïîðÿäêà s ≥ 4. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòèçîâàííóþ ñóììó:

Zn =

√
n(X̄n − µ)

σ
=

1√
n

n∑︂
i=1

Xi − µ
σ

=
1√
n

n∑︂
i=1

Yi, Yi :=
Xi − µ
σ

.

11Cram�er, H. (1937). Sur un nouveau th�eor�eme-limite de la th�eorie des probabilit�es. Actualit�es Scienti�ques et Industrielles, 736,
5-23.
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ è êóìóëÿíòíàÿ ôóíêöèè äëÿ Zn:

φZn(t) = EeitZn =
(︂
Eei

t√
n
Y1
)︂n

= φnY (t/
√
n)⇒ lnφZn(t) = n lnφY (t/

√
n), (10)

ïðè÷¼ì ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êóìóëÿíòîâ lnφZn(t) êîððåêòíî îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïðè âñåõ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, ïîñêîëüêó Zn ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê N (0, 1), à ñëåäîâàòåëüíî φZn(t) äîëæíà

ñõîäèòüñÿ ê ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè e−
t2

2 .

Ðàçëîæèì lnφY (u) â ðÿä Òåéëîðà îêîëî u = 0:

lnφY (u) =
s∑︂
j=1

1

j!

∂j lnφ(u)

∂uj

⃓⃓⃓
u=0

uj + o(us) =
s∑︂
j=1

κj
j!
(iu)j + o(us),

ãäå κj = (−i)j ∂
j lnφY (u)
∂uj

⃓⃓⃓
u=0

íàçûâàåòñÿ j-ì êóìóëÿíòîì ðàñïðåäåëåíèÿ Y ; èõ çíà÷åíèÿ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç

ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ:

κ1 = −i
φ′
Y (0)

φY (0)
= −i2EY

1
= 0,

κ2 = (−i)2
φ′′
Y (0)φY (0)− (φ′

Y (0)
)︁2

φ2
Y (0)

= 1,

κ3 = (−i)3
φ′′′
Y (0)φ

2
Y (0) + 2(φ′

Y (0)
)︁3 − 3φY (0)φ

′
Y (0)φ

′′
Y (0)

φ3
Y (0)

= EY 3,

κ4 =
φ
(4)
Y (0)

φY (0)
−

3
(︁
φ′′
Y (0)

)︁2
φ2
Y (0)

−
6
(︁
φ′
Y (0)

)︁4
φ4
Y (0)

−
4φ

(3)
Y (0)φ′

Y (0)

φ2
Y (0)

+
12
(︁
φ′
Y (0)

)︁2
φ′′
Y (0)

φ3
Y (0)

= EY 4 − 3.

Ïîäñòàâëÿåì u = t√
n
è èç (10) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ lnφZn(t) â âèäå ðÿäà:

lnφZn(t) = n

⎡⎣ 4∑︂
j=1

κj
j!

(︃
it√
n

)︃j
+O(n−

5
2 )

⎤⎦ = − t
2

2
+
κ3
6

(it)3√
n

+
κ4
24

(it)4

n
+O(n−

3
2 )⇒

φZn(t) = e−
t2

2 exp

(︃
κ3
6

(it)3√
n

+
κ4
24

(it)4

n
+O(n−

3
2 )

)︃
.

Ïåðâûé ÷ëåí − t2

2 ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

îñòàëüíûå ÷ëåíû � ýòî ïîïðàâêè, óáûâàþùèå ñ ðîñòîì n. Ðàçëàãàÿ ýêñïîíåíòó â ðÿä ex = 1+ x+ x2

2 + o(x2),

ïîëó÷àåì

φZn(t) = e−
t2

2

[︃
1 +

κ3
6

(it)3√
n

+
1

n

(︃
κ4
24

(it)4 +
κ23
72

(it)6
)︃
+O(n−

3
2 )

]︃
. (11)

×òîáû ïîëó÷èòü ïëîòíîñòü fZn(x), ïðèìåíÿåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Êëþ÷åâîå íàáëþäåíèå:

óìíîæåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè íà (it)j ñîîòâåòñòâóåò j-é ïðîèçâîäíîé ïëîòíîñòè:

1

2π

∫︂ ∞

−∞
e−itx(it)je−

t2

2 dt = (−1)j d
j

dxj

(︃
1

2π

∫︂ ∞

−∞
e−itxe−

t2

2 dt

)︃
= (−1)j d

j

dxj
ϕ(x) = Hj(x)ϕ(x),

ãäå ϕ(x) � ïëîòíîñòü N (0, 1);Hj(x) � ïîëèíîìû Ýðìèòà:H0(x) = 1,H1(x) = x,H2(x) = x2−1,H3(x) = x3−3x,
H4(x) = x4 − 6x2 + 3, H5(x) = x5 − 10x3 + 15x, H6(x) = x6 − 15x4 + 45x2 − 15.
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Ïîäñòàâëÿÿ (11) â îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè:

fZn(x) = ϕ(x)

[︃
1 +

κ3
6
√
n
H3(x) +

1

n

(︃
κ4
24
H4(x) +

κ23
72
H6(x)

)︃
+O(n−

3
2 )

]︃
.12 (12)

Äàëåå, èíòåãðèðóÿ ïëîòíîñòü, ïåðåõîäèì ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ FZn(x). Èñïîëüçóåì ñâîéñòâî ïîëèíî-

ìîâ Ýðìèòà: ∫︂ x

−∞
Hj(u)ϕ(u)du =

∫︂ x

−∞
(−1)j d

j

duj
ϕ(u) du = (−1)j d

j−1ϕ(u)

duj−1

⃓⃓⃓x
−∞

= −Hj−1(x)ϕ(x).

Ñëåäîâàòåëüíî:

FZn(x) = Φ(x)− ϕ(x)
[︃
κ3
6
√
n
H2(x) +

1

n

(︃
κ4
24
H3(x) +

κ23
72
H5(x)

)︃]︃
+O(n−

3
2 )

Ïîäñòàâëÿÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ H2, H3, H5, ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêîå ðàçëîæåíèå Ýäæâîðòà âòîðîãî ïî-

ðÿäêà:

FZn(x) = Φ(x)− ϕ(x)
[︃
κ3
6
√
n
(x2 − 1) +

1

n

(︃
κ4
24

(x3 − 3x) +
κ23
72

(x5 − 10x3 + 15x)

)︃]︃
+O(n−

3
2 )

Â áîëåå êîìïàêòíîé ôîðìå:

FZn(x) = Φ(x) +
1√
n
p1(x)ϕ(x) +

1

n
p2(x)ϕ(x) +O(n−

3
2 )

ãäå ïîëèíîìû pk(x) çàâèñÿò îò êóìóëÿíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ ðåçóëüòàòà:

� Êîìïîíåíòà, èìåþùàÿ ïîðÿäîê n−
1
2 , ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîøåííîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ κ3 = EY 3;

� Êîìïîíåíòà, èìåþùàÿ ïîðÿäîê n−1, ó÷èòûâàåò ýêñöåññ κ4 = EY 4 − 3 è êâàäðàò ñêîøåííîñòè κ23;

� Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (κ3 = 0) ïåðâûé ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí èñ÷åçàåò, è îøèáêà íîðìàëüíîãî

ïðèáëèæåíèÿ ïî ÖÏÒ ñòàíîâèòñÿ O(n−1).

3.7 Ðàçëîæåíèå Ýäæâîðòà ïèâîòàëüíûõ ñòàòèñòèê

Àíàëèçèðóÿ ïðîöåäóðó, ïðåäñòàâëåííóþ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî å¼ êëþ÷åâûå ýòà-

ïû ìîæíî ïðèìåíèòü è äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé ñòàòèñòèêè ñ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðîé. Îñîáåííî

âàæíûé ñëó÷àé � êîãäà òàêàÿ ñòàòèñòèêà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïèâîòàëüíîé (ïîâîðîòíîé), òî åñòü å¼

ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ. Ïóñòü

Sn =
θ̂n − θ√
σ̂2

,

12Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîðÿäîê O(n− 3
2 ) ó îñòàòêà â ðàçëîæåíèè ìîæåò íàðóøèòüñÿ ïðè ýòîì ïåðåõîäå. Íàïðèìåð, åñëè

Zn èìååò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî î÷åâèäíî, ÷òî åãî ïëîòíîñòü èëè ô.ð. íåëüçÿ õîðîøî ïðèáëèçèòü êîíå÷íûì ÷èñëîì
êîìïîíåíò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ êîððåêòíîñòè (12) äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ðàñïðåäåëåíèå Zn

èìåëî àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó, ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ lim sup|t|→∞ |φZn(t)| < 1, ñì. Hall P. (1992). The bootstrap
and Edgeworth expansion. Springer-Verlag, pp. 65-67.
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ãäå θ � íåêîòîðûé ïàðàìåòð àíàëèçèðóåìîãî àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, θ̂n � åãî îöåíêà ïî

ñëó÷àéíîé âûáîðêå ðàçìåðîì n, à σ̂2 � ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà äèñïåðñèè θ̂n. Ðàçëîæåíèå â ðÿä îêîëî t = 0

ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè êóìóëÿíòîâ äëÿ Sn èìååò âèä

lnφSn(t) = ln
(︁
EeitSn

)︁
= κ

(n)
1 (it) +

1

2
κ
(n)
2 (it)2 + . . .+

1

j!
κ
(n)
j (it)j + . . . , (13)

ãäå κ
(n)
j = (−i)j ∂

j lnφSn (u)
∂uj

⃓⃓⃓
u=0

� êóìóëÿíòû ðàñïðåäåëåíèÿ Sn.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé òàêîé êóìóëÿíò èìååò ïîðÿäîê n−
j−2
2 è ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â ñòåïåííîé

ðÿä ïî n−1:

κ
(n)
j = n−

j−2
2
(︁
κj,1 + n−1κj,2 + n−2κj,3 + . . .

)︁
, j ≥ 1, (14)

ãäå κ1,1 = 0 è κ2,1 = 1. Ïîñëåäíèå äâà ñîîòíîøåíèÿ îòðàæàþò òîò ôàêò, ÷òî Sn öåíòðèðîâàíî è ìàñøòàáèðî-

âàíî òàê, ÷òîáû κ
(n)
1 = ESn → 0 è κ

(n)
2 = VSn → 1. Òàêîå ðàçëîæåíèå κ

(n)
j âîçìîæíî, íàïðèìåð, åñëè Sn íà

op(1) îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòèçîâàííîé ñóììû í.î.ð. âåëè÷èí.

Îáúåäèíÿÿ (13) è (14), ïîëó÷àåì

lnφSn(t) = −
1

2
t2 + n−

1
2

{︃
κ1,2(it) +

1

3!
κ3,1(it)

3

}︃
+ n−1

{︃
1

2
κ2,2(it)

2 +
1

4!
κ4,1(it)

4

}︃
+ . . . ,

φSn(t) = e−
t2

2

[︃
1 + n−

1
2

(︂
κ1,2(it) +

1

6
κ3,1(it)

3
)︂
+

+n−1
(︂1
2
κ2,2(it)

2 +
1

24
κ4,1(it)

4 +
1

2

(︂
κ1,2(it) +

1

6
κ3,1(it)

3
)︂2)︂

+O(n−
3
2 )

]︃
.

Ïîâòîðÿÿ ñ ïîëó÷àåííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé îïåðàöèè àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðàçäåëó, ïî-

ëó÷àåì

FSn(x) = Φ(x) +
1√
n
p1(x)ϕ(x) +

1

n
p2(x)ϕ(x) +O(n−

3
2 ), (15)

ãäå

p1(x) = −
(︂
κ1,2 +

1

6
κ3,1H2(x)

)︂
= −

(︂
κ1,2 +

1

6
κ3,1(x

2 − 1)
)︂
,

p2(x) = −
(︂1
2
(κ2,2 + κ21,2)H1(x) +

1

24
(κ4,1 + 4κ1,2κ3,1)H3(x) +

1

72
κ23,1H5(x)

)︂
= −x

{︂1
2
(κ2,2 + κ21,2) +

1

24
(κ4,1 + 4κ1,2κ3,1)(x

2 − 3) +
1

72
κ23,1(x

4 − 10x2 + 15)
}︂
.

Âàæíîå íàáëþäåíèå: âíå çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé êîìïîíåíò êóìóëÿíòîâ, ïîëèíîì p1(x) ÿâëÿåòñÿ ÷¼ò-

íûì, à p2(x) � íå÷¼òíûì.

Àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå ìîæíî ñäåëàòü è äëÿ íåñòàíäàðòèçîâàííûõ ñòàòèñòèê âèäà
√
n(θ̂n − θ); â òàêîì

ñëó÷àå κ2,1 = σ2 � àñèìïòîòè÷åñêàÿ äèñïåðñèÿ, è ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ áóäåò ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

N (0, σ2).

3.8 Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ðàôèíàöèÿ áóòñòðàïà

Òåïåðü ðàññìîòðèì áóòñòðàï-àíàëîã ïèâîòàëüíîé ñòàòèñòèêè S∗
n = θ̂∗n−θ̂n√

σ̂2
∗
, ãäå θ̂∗n è σ̂2∗ âû÷èñëåíû ïî

áóòñòðàï-âûáîðêå.

Óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå S∗
n (ïðè ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå èñõîäíîé âûáîðêè X) òàêæå äîïóñêàåò ðàçëî-
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æåíèå Ýäæâîðòà:

FS∗
n|X(x) = Φ(x) +

1√
n
p̂1(x)ϕ(x) +

1

n
p̂2(x)ϕ(x) +Op(n

− 3
2 ), (16)

ãäå p̂k(x) � òå ïîëèíîìû, àíàëîãè÷íûå (15), íî âû÷èñëåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì âûáîðî÷íûõ êóìóëÿíòîâ κ̂
(n)
j

âìåñòî èñòèííûõ κ
(n)
j .

Ñóòü ðàôèíàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñðàâíåíèè äâóõ ðàçëîæåíèé: îøèáêà àïïðîêñèìàöèè áàçîâîãî áóòñòðàïà

ðàâíà:

P(Sn ≤ x)− P(S∗
n ≤ x | X) =

1√
n

(︁
p1(x)− p̂1(x)

)︁
ϕ(x) +Op(n

−1)

Ïîñêîëüêó âûáîðî÷íàÿ ñêîøåííîñòü κ̂
(n)
3 ñõîäèòñÿ ê èñòèííîé κ̂

(n)
3 ñî ñêîðîñòüþ Op(n

− 1
2 ), ðàçíîñòü

(︁
p1(x)−

p̂1(x)
)︁
èìååò ïîðÿäîê Op(n

− 1
2 ), ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ îøèáêà áóòñòðàïà äëÿ ïèâîòàëüíîé ñòàòèñòèêè ñîñòàâ-

ëÿåò:

Îøèáêà = Op(n
− 1

2 )× 1√
n
= Op(n

−1).

Ýòî ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò: áóòñòðàï ïèâîòàëüíîé ñòàòèñòèêè àâòîìàòè÷åñêè êîððåêòèðóåò ñêîøåí-

íîñòü, îáåñïå÷èâàÿ îøèáêó ïîðÿäêà O(n−1), â òî âðåìÿ êàê íîðìàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (ÖÏÒ) äàåò îøèáêó

ïîðÿäêà O(n−
1
2 ). Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ áóòñòðàïà äëÿ ñòàòèñòèê, íå îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ïèâîòàëüíîñòè,

îøèáêà ïðèáëèæåíèÿ áóäåò èìåòü ïîðÿäîê O(n−
1
2 ), ïîñêîëüêó ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ áóäåò çàâèñåòü îò

áóòñòðàï-îöåíêè íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà.

Îêàçûâàåòñÿ, èñïîëüçóÿ óæå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî äîâîëüíî ëåãêî äîáèòüñÿ äàëüíåéøåé ðàôè-

íàöèè � îò O(n−1) ê O(n−
3
2 ). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñèììåòðèçîâàííóþ t-ñòàòèñòèêó

Tn =
|θ̂n − θ|√

σ̂2
d−→ |N (0, 1)|.

Èñïîëüçóÿ (15) è (16), ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ Tn è å¼ áóòñòðàï-àíàëîãà T ∗
n :

FTn(x) = Pr

{︄
−x ≤ |θ̂n − θ|√

σ̂2
≤ x

}︄
= 2Φ(x)− 1 +

2

n
p2(x)ϕ(x) +O(n−

3
2 ),

FT ∗
n
(x) = 2Φ(x)− 1 +

2

n
p̂2(x)ϕ(x) +O(n−

3
2 )

Òàêèì îáðàçîì, îøèáêè àïïðîêñèìàöèè äëÿ àñèìïòîòèêè è áóòñòðàïà èìåþò ïîðÿäêè

FT ∗
n
(x)− FTn(x) =

2ϕ(x)

n

(︁
p̂2(x)− p2(x)

)︁
+O(n−

3
2 ) = O(n−

3
2 ),

2Φ(x)− 1− FTn(x) = O(n−1).
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4 Ëèíåéíûå ìîäåëè è ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

4.1 Ìîäåëü ïðîñòîé (ïàðíîé) ðåãðåññèè. Äâå çàäà÷è àíàëèçà äàííûõ

Â êà÷åñòâå îöåíèâàåìîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà â ìíîãîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ìîæåò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü, íàïðèìåð, ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îäíîé ïåðåìåííîé îò çíà÷åíèÿ äðóãîé

(ôóíêöèÿ ðåãðåññèè). Òåðìèí �ðåãðåññèÿ” ïîÿâèëñÿ â ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå áëàãîäàðÿ ðàáîòå Ô. Ãàëüòîíà

�Ðåãðåññ ê ñðåäíåìó ïðè íàñëåäîâàíèè” (1886 ã.), â êîòîðîé èññëåäîâàëàñü çàâèñèìîñòü ìåæäó ðîñòîì ðî-

äèòåëåé è èõ äåòåé. Ãàëüòîí îáíàðóæèë çàêîíîìåðíîñòü, ÷òî ó âûñîêèõ ðîäèòåëåé äåòè, êàê ïðàâèëî, òîæå

èìåþò ðîñò âûøå ñðåäíåãî � îäíàêî ìåíüøèé, ÷åì ó èõ ðîäèòåëåé; è íàîáîðîò. Òàêèì îáðàçîì, îòêëîíåíèÿ

ðîñòà â ñëåäóþùåì ïîêîëåíèè ñãëàæèâàþòñÿ � ïðîèñõîäèò âîçâðàùåíèå íàçàä (ðåãðåññ) ê ñðåäíåìó.

Îáîçíà÷àÿ ïîïóëÿöèîííîå ñðåäíåå çà m, ðîñò ðîäèòåëåé â ïîïóëÿöèè çà X, à ðîñò äåòåé çà Y, íàéäåííóþ

â ðàáîòå Ãàëüòîíà çàâèñèìîñòü ìîæíî âûðàçèòü óðàâíåíèåì

Y −m ≈ 2

3
(X−m). (17)

Ðèñ. 3: Çàâèñèìîñòü ìåæäó ðîñòîì ðîäèòåëåé è äåòåé, îöåí¼ííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ èç îðèãèíàëüíîé
ðàáîòû Ãàëüòîíà.

Èç ðèñ. 3 î÷åâèäíî, ÷òî â íàáëþäàåìîé âûáîðêå ðîñò äåòåé íå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðîñòîì ðîäèòåëåé

â ñîîòâåòñòâèè ñ (17), íî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îòêëîíåíèÿ îò ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äëÿ êàæäîé ñåìüè

ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè è èìåþò íóëåâîå ñðåäíåå. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííîé çàêîíîìåðíîñòè ñîîòâåòñòâóåò

ìîäåëü

yi = β0 + β1xi + εi, (18)

ãäå β0, β1 � îöåíèâàåìûå ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû, à εi � çíà÷åíèÿ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, íà-

çûâàåìîé îøèáêîé ðåãðåññèè. Èññëåäîâàòåëþ èçâåñòíû òîëüêî çíà÷åíèÿ âûáîðêè {(yi, xi)}ni=1, à çíà÷åíèÿ

εi ÿâëÿþòñÿ íåíàáëþäàåìûìè (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ, êîãäà äàííûå äëÿ ïîäîáíîé ìîäåëè ãåíåðèðóþò-

ñÿ èñêóñòâåííî), ïîýòîìó äàëåå íå áóäåì äåëàòü ñïåöèàëüíîãî ðàçëè÷èÿ â îáîçíà÷åíèÿõ ìåæäó îøèáêàìè

� ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè è èõ ðåàëèçàöèÿìè. Êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî εi âêëþ÷àþò â ñåáÿ âñå

ïåðåìåííûå, âëèÿþùèå íà yi, íî ïî êàêîé-òî ïðè÷èíå íå âêëþ÷åííûå â ìîäåëü (íàïðèìåð, íåäîñòóïíûå èñ-
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ñëåäîâàòåëþ).

Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ è îøèáîê â ìîäåëè (18) ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì. Íàïðèìåð, íàëè÷èå êîíñòàíòû

β0 â ìîäåëè ïîçâîëÿåò âñåãäà ñ÷èòàòü, ÷òî Eεi = 0 (èíà÷å, åñëè Eε = c ̸= 0, òî ìû ìîæåì ïåðåíàçíà÷èòü

β′0 := β0 + c è ε′ := ε− c).
Â ìîäåëè (18) ñëó÷àéíîñòü â y ñâÿçàíà òîëüêî ñ ñëó÷àéíîñòüþ îøèáêè ðåãðåññèè ε. Êîíöåïòóàëüíî ýòî

îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ x ïîëíîñòüþ êîíòðîëèðóåìûìè (äåòåðìèíèñòè÷åñêèå ðåãðåññîðû),

è â òàêîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò β1 èìååò ñìûñë ïðåäåëüíîãî ýôôåêòà ïåðåìåííîé x íà ñðåäíåå çíà÷åíèå y; â

òàêîì êîíòåêñòå x íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîé èëè îáúÿñíÿþùåé, à y � çàâèñèìîé ïåðåìåííîé, õîòÿ ýòè íàçâàíèÿ

÷àñòî íåêîððåêòíî îòðàæàþò èñòèííîå ïîëîæåíèå äåë.

Ìîäåëè ñ äåòåðìèíèñòè÷åñêèìè ðåãðåññîðàìè äëèòåëüíîå âðåìÿ èñïîëüçîâàëèñü â ïðàêòèêå ïðèêëàäíûõ

èññëåäîâàíèé, îäíàêî îíè ñîâåðøåííî íåïðèåìëåìû äëÿ ñèòóàöèé, êîãäà {xi}ni=1 ÿâëÿþòñÿ íåýêñïåðèìåí-

òàëüíûìè (àíãë.: observational data), è èõ ôîðìèðîâàíèå ïðîñõîäèò áåç âìåøàòåëüñòâà èññëåäîâàòåëÿ. Â

äàëüíåéøåì áóäåì âñåãäà ñ÷èòàòü ýòî ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíåííûì.

Ïðîáëåìó äåòåðìèíèñòè÷åñêèõ ðåãðåññîðîâ ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñ ïîìîùüþ äâóõ âîçìîæíûõ èí-

òåðïðåòàöèé ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî Ãàëüòîíîì:

1. Ïðîãíîçíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Åñëè â äîïîëíåíèå ê ïðîàíàëèçèðîâàííîé âûáîðêå ðàññìîòðåòü íåñêîëü-

êî äðóãèõ ñåìåé èç òîé æå ïîïóëÿöèè, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî îòêëîíåíèå ðîñòà îò ïîïóëÿöèîííîãî

ñðåäíåãî ó äåòåé â ýòèõ ñåìüÿõ áóäåò áëèçêî ê 2
3 îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî ó èõ ðîäèòåëåé.

2. Ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Åñëè íàä ñåìåéíîé ïàðîé èç òîé æå ïîïóëÿöèè ïîñòàâèòü ýêñ-

ïåðèìåíò, êîòîðûé äîëæåí êàêèì-òî îáðàçîì ïîâëèÿòü íà ðîñò ó÷àñòíèêîâ ýêñïåðèìåíòà (íàïðèìåð,

äëèòåëüíûé êîìïëåêñ ãèìíàñòè÷åñêèõ óïðàæíåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîäîáðàííîå ïèòàíèå),

òî ýòî ïîâëèÿåò òàêæå è íà ðîñò èõ äåòåé.

Âòîðàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî ìåíåå ïðàâäîïîäîáíîé: îíà ïðåäïîëàãàåò

íàëè÷èå ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñâÿçè îò x ê y è, â ÷àñòíîñòè, ãèïîòåòè÷åñêóþ âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòåëÿ

èçìåíÿòü çíà÷åíèå xi òàê, ÷òî íåíàáëþäàåìàÿ ïåðåìåííàÿ εi ïðè ýòîì íå ïîäâåðãàåòñÿ íèêàêîìó âëèÿíèþ.

Êðîìå òîãî, òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ î÷åâèäíî íå ìîæåò áûòü âåðíîé äëÿ âñåõ ëèíåéíûõ ìîäåëåé, ïîñêîëüêó

òå æå ñàìûå äàííûå Ãàëüòîíà ñâèäåòåëüñòâóþò î ïîëîæèòåëüíîé ñâÿçè è â îáðàòíîé ìîäåëè � â êîòîðîé

çàâèñèìîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ðîñò ðîäèòåëåé, à îáúÿñíÿþùåé � ðîñò äåòåé. Àáñóðäíîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ

î òîì, ÷òî ðîñò äåòåé ìîæåò ïîâëèÿòü íà ðîñò ðîäèòåëåé ïðèâåëà Ãàëüòîíà â êîíå÷íîì èòîãå ê îòêàçó îò

èññëåäîâàíèÿ ïîíÿòèÿ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé â ïîëüçó íåíàïðàâëåííîãî ïîíÿòèÿ êîððåëÿöèè (îò

àíãë. co-relation � âçàèìîñâÿçü).13

Ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè (18), ïîçâîëÿþùàÿ îòêàçàòüñÿ îò îáÿçàòåëüíîé ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé èìïëèêà-

öèè, íî ñîõðàíÿþùàÿ ïðîãíîçíûå ñâîéñòâà, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ñ÷èòàåì çíà÷åíèÿ ðîñòà ðîäèòåëåé

xi ðåàëèçàöèÿìè íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xi (òàê íàçûâàåìûå ñòîõàñòè÷åñêèå ðåãðåññîðû); ïðè ýòîì

ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ñâÿçü, êîòîðóþ ìû ìîæåì îöåíèòü ïî âûáîðêå ðåàëè-

çîâàâøèõñÿ çíà÷åíèé.

Yi = β0 + β1Xi + εi (19)

Â òàêîé ìîäåëè óæå íå âñåãäà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü β1, êàê ñðåäíåå èçìåíåíèå Y â îòâåò íà âìåøà-

òåëüñòâî, ïðèâîäÿùåå ê åäèíè÷íîìó èçìåíåíèþ â X � ïîñêîëüêó ýòà ïåðåìåííàÿ ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ñ ε, è

òîãäà òàêîå âìåøàòåëüñòâî ïðèâåä¼ò ê íåïðåäñêàçóåìîìó èçìåíåíèþ ó îøèáêè ìîäåëè.

13Pearl J., Mackenzie D. (2018). The book of why. The new science of cause and e�ect. Basic books. p. 402.

27



Îïðåäåëåíèå 4.1. Ìîäåëü (19) íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé èëè ïàðíîé ðåãðåññèåé ñ êîíñòàíòîé.

Ïîçäíåå ðåãðåññèåé ñòàëè íàçûâàòü ôóíêöèîíàëüíóþ ñâÿçü ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè-

÷èíàìè. Íàïîìíèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå: ïóñòü Y � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì, à X � ñëó÷àéíûé âåêòîð. Ôóíêöèåé ðåãðåññèè Y íà X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ óñëîâíîãî ñðåäíåãî

φ(x) = E(Y | X = x), ãäå x ∈ Rk � çíà÷åíèå âåêòîðà X.

Çàäà÷à îöåíêè (èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí �âîññòàíîâëåíèÿ”) ðåãðåññèè çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè îöåí-

êè íåèçâåñòíîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè Y îò X ïî âûáîðî÷íûì íàáëþäåíèÿì è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì çàäà÷è îáó÷åíèÿ ìîäåëè ïî ïðåöåäåíòàì (çàäà÷åé ìàøèííîãî/ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ). Îáùèé

ñëó÷àé òàêîé çàäà÷è ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� X � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ (èõ èíôîðìàöèîííûõ îïèñàíèé),

� Y � ìíîæåñòâî îòâåòîâ (îöåíîê, ïðåäñêàçàíèé èëè ïðîãíîçîâ, çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ),

� y(X, ε) = Y � íåèçâåñòíàÿ (èñòèííàÿ, ïîïóëÿöèîííàÿ) çàâèñèìîñòü, ε � íåíàáëþäàåìûå ïåðåìåííûå

(�îøèáêè”).

Äàíî:

� {x1, . . . , xn} � ïîäìíîæåñòâî çíà÷åíèé X â îáó÷àþùåé âûáîðêå,

� yi = y (xi, εi) , i = 1, . . . , n � èçâåñòíûå îòâåòû.

Íàéòè: îöåíêó (ò.å. ôóíêöèþ îò äàííûõ), ïðèáëèæàþùóþ ôóíêöèþ y(·) íà âñ¼ì X .
Çàäà÷à îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì çàêëþ÷àåòñÿ â êîíêðåòèçàöèè òîãî, êàê çàäàþòñÿ îáúåêòû è êàêèìè

ìîãóò áûòü îòâåòû; â êàêîì ñìûñëå ŷ(x) èëè a(x) ïðèáëèæàåò y(x, ε), è êàê ñòðîèòü ôóíêöèþ ŷ èëè àëãîðèòì

a.

Â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, îöåí¼ííàÿ ìîäåëü ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ (òî

åñòü, âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè ŷ â òî÷êàõ x, íå âõîäèâøèõ â îáó÷àþùóþ âûáîðêó), ëèáî äëÿ àíàëèçà

ñòðóêòóðû îöåí¼ííîé ìîäåëè.

4.2 Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ îöåíêè ïàðíîé ðåãðåññèè

Â ìîäåëè ïàðíîé ðåãðåññèè X è Y � ýòî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ïîïóëÿöèîííûå çíà÷åíèÿ

íåêîòîðûõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñcëåäîâàòåëþ äîñòóïíà í.î.ð. âûáîðêà

ðåàëèçàöèé èõ çíà÷åíèé {(yi, xi)}ni=1, â êîòîðîé äëÿ êàæäîãî èç íàáëþäåíèé i çàâèñèìîñòü ìåæäó Yi è Xi

èìååò âèä

Yi = β0 + β1Xi + εi. (20)

Ïàðàìåòðû ìîäåëè (20) êàê ïðàâèëî îöåíèâàþòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ, àíãë. � ordinary

least squares, OLS), èäåÿ êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè ñóììû êâàäðàòîâ îñòàòêîâ ε̂i (òî åñòü, îöå-

í¼ííûõ çíà÷åíèé îøèáîê ðåãðåññèè):

β̂0, β̂1 := argminβ0,β1
1

n

n∑︂
i=1

(Yi − β0 − β1Xi)
2.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ β̂0 è β̂1 âû÷èñëèì óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

∂

∂β0

[︄
n∑︂
i=1

(Yi − β̂0 − β̂1Xi)
2

]︄
= −2

n∑︂
i=1

(Yi − β̂0 − β̂1Xi) = 0⇒
n∑︂
i=1

Yi = nβ̂0 + β̂1

n∑︂
i=1

Xi ⇒ β̂0 = Ȳ − β̂1X̄,
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∂

∂β1

[︄
n∑︂
i=1

(Yi − β̂0 − β̂1Xi)
2

]︄
= −2

n∑︂
i=1

Xi(Yi − β̂0 − β̂1Xi) = 0⇒
n∑︂
i=1

Xi(Yi − Ȳ ) = β̂1

n∑︂
i=1

Xi(Xi − X̄)⇒

⇒ β̂1 =

∑︁n
i=1Xi(Yi − Ȳ )∑︁n
i=1Xi(Xi − X̄)

. (21)

Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèé âòîðîãî ïîðÿäêà, çàïèøåì ìàòðèöó ãåññèàíà è ïðîâåðèì å¼ çíàêîîïðåäåë¼ííîñòü.

H =

(︄
2n 2

∑︁n
i=1Xi

2
∑︁n

i=1Xi 2
∑︁n

i=1X
2
i

)︄
.

Îïðåäåëèòåëü H ïîëîæèòåëåí â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà (êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà âñå

xi îäèíàêîâû � òîãäà îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ), ïîýòîìó ïî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà ìàòðèöàH � ïîëîæèòåëüíî-

îïðåäåë¼ííàÿ, � à çíà÷èò íàéäåííûå çíà÷åíèÿ β̂0 è β̂1 ìèíèìèçèðóþò ñóììó êâàäðàòîâ îñòàòêîâ.

Ïðèìåð äàííûõ ñ îöåí¼ííîé ëèíåéíîé ðåãðåññèåé ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.

Ðèñ. 4: Âûáîðêà (÷¼ðíûå òî÷êè) è ïîëíàÿ ïîïóëÿöèÿ (âñå òî÷êè) â ìîäåëè ïàðíîé ðåãðåññèè.

Îöåíêó êîýôôèöèåíòà íàêëîíà β̂1 ìîæíî âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ âûáîðî÷íîé êîððåëÿöèè è âûáîðî÷íûõ

äèñïåðñèé:

β̂1 =

∑︁n
i=1Xi(Yi − Ȳ )∑︁n
i=1Xi(Xi − X̄)

=

∑︁n
i=1(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )∑︁n

i=1(Xi − X̄)2
=

=
1

n−1

∑︁n
i=1(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )√︂

1
n−1

∑︁n
i=1(Xi − X̄)2

√︂
1

n−1

∑︁n
i=1(Yi − Ȳ )2

·

⌜⃓⃓⎷ 1
n−1

∑︁n
i=1(Yi − Ȳ )2

1
n−1

∑︁n
i=1(Xi − X̄)2

=: ρxy

√︄
S2
y

S2
x

. (22)

Âûáîðî÷íàÿ êîððåëÿöèÿ ρxy îöåíèâàåò ìåðó ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, íî íå

ãîâîðèò î íàïðàâëåíèè (ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé) ñâÿçè ìåæäó íèìè. Àíàëîãè÷íî, îöåíêà êîýôôèöèåíòà β1 â

ëèíåéíîé ìîäåëè áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé íå ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà, êàê ìåðà ïðè÷èííî-

ñëåäñòâåííîãî ýôôåêòà X íà Y.

Àíàëîãè÷íûå (21) îöåíêè β0, β1 â ìîäåëè (20) ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â

ñëó÷àå, êîãäà îøèáêè ε èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Îáùåå íàçâàíèå ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ, â êîòîðûõ

ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé íå ñïåöèôèöèðóåòñÿ, íî ïîëó÷àåìàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ÎÌÏ äëÿ îäíîé èç âîçìîæíûõ
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ïàðàìåòðèçàöèé � ìåòîäû êâàçè-ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

4.3 Ìíîæåñòâåííàÿ ðåãðåññèÿ

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ìîäåëè ïàðíîé ðåãðåññèè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâåííàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ ñ k

îáúÿñíÿþùèìè ïåðåìåííûìè (X1, . . . , Xk); ïðè ýòîì ïîïóëÿöèîííàÿ çàâèñèìîñòü Y(X, ε) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

ïî âåêòîðíîìó ïàðàìåòðó β = (β0, β1, . . . , βk)
⊤.

Äëÿ òèïè÷íîé çàäà÷è, ðåøàåìîé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçâåñò-

íà ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà {(yi, xi)}ni=1, ãäå xi = (xi1, . . . xik) � ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X1, . . . , Xk), è äëÿ

êàæäîãî íàáëþäåíèÿ çàâèñèìîñòü èìååò âèä

Yi = β0 + β1Xi1 + . . .+ βkXik + εi,

èëè â âåêòîðíîì (ìàòðè÷íîì) âèäå

Y = Xβ + ε, (23)

ãäå

Y =

⎛⎜⎜⎝
Y1
...

Yn

⎞⎟⎟⎠ � n× 1 âåêòîð çíà÷åíèé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé,

X =

⎛⎜⎜⎝
1 X11 . . . X1k

...
...

...

1 Xn1 . . . Xnk

⎞⎟⎟⎠ � n× (k + 1) ìàòðèöà (çíà÷åíèé) ðåãðåññîðîâ,

β =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
β0

β1
...

βk

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ � (k + 1)× 1 âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè,

ε =

⎛⎜⎜⎝
ε1
...

εn

⎞⎟⎟⎠ � n× 1 âåêòîð îøèáîê ðåãðåññèè.

Îöåí¼ííàÿ ìîäåëü (23) èìååò âèä

Ŷi(Xi1, . . . , Xik) = β̂0 + β̂1Xi1 + . . .+ β̂kXik,

èëè, ýêâèâàëåíòíî,

Ŷ = Xθ̂, ãäå β̂ = (β̂0, β̂1, . . . , β̂k)
⊤ � k + 1-ìåðíûé âåêòîð îöåíîê ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Óðàâíåíèþ (23) ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûå ïðîöåññû ïîðîæäåíèÿ äàííûõ (àíãë.: data generating

process, DGP). Îò âûáîðà êîíêðåòíîãî âèäà DGP çàâèñèò îòâåò, ìîæíî ëè êàêîé-òî èç êîýôôèöèåíòîâ βj

èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûé ýôôåêò íà Y îò èçìåíåíèÿ X, òî åñòü, âåðíî ëè, ÷òî åñëè â

i-ì íàáëþäåíèè êàêèì-òî îáðàçîì èçìåíèòü çíà÷åíèå xij íà åäèíèöó, òî, â ñðåäíåì, yi äîëæåí èçìåíèòüñÿ íà
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βj . Òàêæå îò âèäà DGP è ìåòîäà îöåíèâàíèÿ çàâèñÿò ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëó÷àåìûõ îöåíîê.

Îñíîâíûì ìåòîäîì îöåíêè ìíîæåñòâåííûõ ðåãðåññèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:

β̂ := argminβ0,β1,...,βk

n∑︂
i=1

(Yi − β0 − β1Xi1 − . . .− βkXik)
2, (24)

èëè â âåêòîðíîì âèäå, âûðàæàÿ ñóììó êâàäðàòîâ îñòàòêîâ ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

β̂ := argminβ(Y −Xβ)⊤(Y −Xβ). (25)

Õîðîøî èçâåñòíî ðåøåíèå ýòîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è β̂ = (X⊤X)−1X⊤Y (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàò-

ðèöà X⊤X îáðàòèìà, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ ìàòðèöû X). Â îöåí¼ííîé

ìîäåëè Ŷ = Xβ̂, ÷òî ìîæíî çàïèñàòü êàê⎛⎜⎜⎝
Ŷ1
...

Ŷn

⎞⎟⎟⎠ = β̂0

⎛⎜⎜⎝
1
...

1

⎞⎟⎟⎠+ β̂1

⎛⎜⎜⎝
X11

...

Xn1

⎞⎟⎟⎠+ . . .+ β̂k

⎛⎜⎜⎝
X1k

...

Xnk

⎞⎟⎟⎠ ,

� òî åñòü âåêòîð ïðîãíîçíûõ (îöåí¼ííûõ) çíà÷åíèé Ŷ , â îòëè÷èå îò íàñòîÿùåãî Y , ëåæèò â k + 1-ìåðíîì

ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå Rn, ïîðîæä¼ííîì âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè ìàòðèöû X. Óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

äëÿ (25) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

X⊤(Y −Xβ̂) = 0k+1,

ãäå 0k+1 � âåêòîð-ñòîëáåö èç k + 1 íóëåé. Çàìå÷àÿ, ÷òî Y −Xβ̂ = ε̂, ïîëó÷àåì óñëîâèå X⊤ε̂ = 0k+1, îçíà÷à-

þùåå, ÷òî êàæäûé èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû X îðòîãîíàëåí âåêòîðó îñòàòêîâ ðåãðåññèè ε̂. Îáîçíà÷àÿ ëèíåéíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæä¼ííîå ñòîëáöàìè ìàòðèöû X çà L(X), âèäèì, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ ñóììû êâàäðàòîâ

îñòàòêîâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âåêòîð Y ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó Xβ̂ ∈ L(X) è ε̂ ⊥ L(X), òî åñòü Ŷ = Xβ̂

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà Y íà L(X). Ýòîò ðåçóëüòàò ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè çàìå-

òèòü, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ ε̂⊤ε̂ � ýòî ìèíèìèçàöèÿ (êâàäðàòà) äëèíû âåêòîðà, ðàâíîãî ðàçíîñòè ìåæäó Y è

ïðîèçâîëüíûì âåêòîðîì èç L(X), ðèñ. 5.

Ðèñ. 5: Âåêòîð Ŷ = Xβ̂ ïî ïîñòðîåíèþ ëåæèò â ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ èç Rn, ïîðîæä¼ííûõ
ñòîëáöàìè ìàòðèöû X. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè (êâàäðàòà) äëèíû ε̂

Ïðèìåð 4.2. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðîñòîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñ êîíñòàíòîé Y = β0 +

β1X + u, îöåí¼ííîé ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ.

a)
∑︁n

i=1 ûi = 0, ãäå û � ÌÍÊ-îñòàòêè;

b)
∑︁n

i=1 ûiXi = 0;
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c) Ȳ = β̂0 + β̂1X̄;

d) Ȳ = Ŷ ;

e)
∑︁n

i=1 Ŷiûi = 0;

Ðåøåíèå. Ñòîëáöû ìàòðèöû ðåãðåññîðîâ èìåþò âèä (1, . . . , 1)⊤ è (X1, . . . , Xn)
⊤. Óòâåðæäåíèÿ a), b) è e)

ñëåäóþò èç îðòîãîíàëüíîñòè ÌÍÊ-îñòàòêîâ ê ñòîëáöàì ìàòðèöû ðåãðåññîðîâ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ, ÷òî

Ŷ ëåæèò â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, ïîðîæä¼ííîì ýòèìè ñòîëáöàìè. Óòâåðæäåíèÿ c) è d) ìîæíî äîêàçàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Y = Ŷ + û⇒ Ȳ = Ŷ + û⇒ Ȳ = Ŷ .

Ŷ =
1

n

n∑︂
i=1

(β̂0 + β̂1Xi) = β̂0 + β̂1X̄.

4.4 Òåîðåìà Ôðèøà-Âó-Ëîâåëëà

Òåîðåìà Ôðèøà, Âó è Ëîâåëëà (äàëåå � FWL) ïðåäëàãàåò ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ îòäåëüíûõ ïåðåìåííûõ èç

ìíîæåñòâåííîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè è ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì äëÿ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Äëÿ å¼ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò èç ëèíåéíîé àëãåáðû, õàðàêòåðèçóþùèé

âèä ìàòðèö îïåðàòîðîâ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåìà 4.3. (Î ìàòðèöå îïåðàòîðà îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè â Rn; äîêàçàòåëüñòâî â ïðèëîæåíèè).

Îïåðàòîð P çàäà¼ò îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ â Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå)

åãî ìàòðèöà P èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

� P⊤ = P (ñèììåòðè÷íîñòü);

� P 2 = P (èäåìïîòåíòíîñòü).

Òåîðåìà 4.4. (Ôðèø, Âó, Ëîâåëë). Ðàññìîòðèì ìîäåëü ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè â ìàòðè÷íîé ôîðìå

Y = Xβ + Zγ + ε,

ãäå X è Z � n×k è n×ℓ ìàòðèöû ðåãðåññîðîâ, ñòîëáöû êîòîðûõ (ñîâìåñòíî) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îöåí¼ííàÿ

ìåòîäîì ÌÍÊ ìîäåëü èìååò âèä

Y = Xβ̂ + Zγ̂ + ε̂. (26)

Óòâåðæäåíèå: åñëè ñíà÷àëà îöåíèòü ðåãðåññèþ Y íà Z, ïîòîì ðåãðåññèþ X íà Z (êàæäûé ñòîëáåö â

X ïî îòäåëüíîñòè), îáîçíà÷àÿ ïîëó÷àþùèåñÿ îñòàòêè êàê ε̂Y è ε̂X (ïîñëåäíèé ÿâëÿåòñÿ n× k ìàòðèöåé),
òî ÌÍÊ-îöåíêà â ðåãðåññèè ε̂Y íà ε̂X â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ β̂ â (26).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñâîéñòâàì ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, îñòàòêè ðåãðåññèè â �áîëüøîé” ìîäåëè

ε̂ îðòîãîíàëüíû âñåì ñòîëáöàì X è Z. Îáîçíà÷èì PZ := Z(Z⊤Z)−1Z⊤ è QZ := In − PZ . Ýòè ìàòðèöû

ñèììåòðè÷íû, ïîñêîëüêó

(︁
Z(Z⊤Z)−1Z⊤)︁⊤ = Z

(︁
Z(Z⊤Z)−1

)︁⊤
= Z

(︁
Z(Z⊤Z)−1

)︁⊤
= Z

(︁
(Z⊤Z)−1

)︁⊤
Z⊤ = Z(Z⊤Z)−1Z⊤.

Çäåñü èñïîëüçîâàëîñü ñâîéñòâî (AB)⊤ = B⊤A⊤, è ñèíèì öâåòîì â âûðàæåíèè ïîìå÷åíà ìàòðèöà A.
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Êðîìå òîãî, ìàòðèöû PZ è QZ èäåìïîòåíòíû:

P 2
Z = Z(Z⊤Z)−1Z⊤Z(Z⊤Z)−1Z⊤ = Z(Z⊤Z)−1Z⊤ = PZ ,

Q2
Z = (In − PZ)(In − PZ) = I2n − PZIn − InPZ + P 2

Z = In − 2PZ + PZ = I − PZ = QZ .

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ýòè ìàòðèöû çàäàþò îïåðàòîðû îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè, ïðè÷¼ì èõ äåéñòâèå

íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð Zθ, ëåæàùèé â ïðîñòðàíñòâå L(Z), ïîðîæä¼ííîì âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè ìàòðèöû Z,

ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

PZZθ = Z(Z⊤Z)−1Z⊤Zθ = Zθ, QZZθ = (In − PZ)Zθ = Zθ − Zθ = 0n.

Òàêèì îáðàçîì, PZ çàäà¼ò ïðîåêòîð íà L(Z), à QZ � ïðîåêòîð íà L(Z)⊥.
Ïðèìåíÿÿ QZ ê (26), ïîëó÷àåì

QZY = QZXβ̂ +QZZγ̂ +QZ ε̂⇒ QZY = QZXβ̂ + ε̂, (27)

ïîñêîëüêó ε̂ ∈ L(Z)⊥.
Óìíîæàÿ (27) íà X⊤ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî X⊤ε̂ = 0k â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ÌÍÊ-îñòàòêîâ, ïîëó÷àåì

X⊤QZY = X⊤QZXβ̂ +X⊤ε̂⇔ X⊤QZY = X⊤QZXβ̂ ⇒ β̂ = (X⊤QZX)−1X⊤QZY. (28)

Òåïåðü ìîæíî ñðàâíèòü β̂ èç (28) ñ ÌÍÊ-îöåíêàìè ðåãðåññèè îñòàòêîâ ε̂Y íà ε̂X . Âî-ïåðâûõ, ëåãêî çàìå-

òèòü, ÷òî ÌÍÊ-îñòàòêè â ðåãðåññèè Y èëè X íà Z � ýòî QZY è QZX ñîîòâåòñòâåííî; íàïðèìåð

Y = Zθ + εY , θ̂ = (Z⊤Z)−1Z⊤Y, Ŷ = Zθ̂, ε̂Y = Y − Ŷ =
(︁
In − Z(Z⊤Z)−1Z⊤)︁Y = QZY.

Ðåãðåññèþ îñòàòêîâ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

QZY = QZXδ + u, (29)

ãäå δ � êîýôôèöèåíò â ðåãðåññèè, à u � îøèáêà. Òîãäà ÌÍÊ-îöåíêà (29) � ýòî

δ̂ =
(︁
(QZX)⊤QZX

)︁−1
(QZX)⊤QZY = (X⊤Q⊤

ZQZX)−1X⊤Q⊤
ZQZY = (X⊤QZX)−1X⊤QZY = β̂,

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ñèììåòðèþ è èäåìïîòåíòíîñòü ïðîåêòîðà QZ .

# A numeric example on FWL theorem

# draw data according to a DGP Y = 1 + 2x1 + 3x2 + 4z1 + 5z2 + ε

# with x, z, ε ∼ i.i.d. N (0, 1).

n = 10

X <- matrix(rnorm(2 * n, 0, 1), ncol = 2)

X <- cbind(rep(1, n), X)

Z <- matrix(rnorm(2 * n, 0, 1), ncol = 2)

epsilon <- rnorm(n, 0, 1)

Y <- X %*% c(1, 2, 3) + Z %*% c(4, 5) + epsilon

# obtain OLS estimates of Y = Xβ + Zγ + ε
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ols_full <- lm(Y ~ X + Z - 1)

summary(ols_full)

# perform FWL procedure and show OLS estimates in the regression of residuals

Qz <- diag(x = 1, ncol = n, nrow = n) - Z %*% solve(t(Z) %*% Z) %*% t(Z)

eps_y <- Qz %*% Y

eps_x <- Qz %*% X

ols_fwl <- lm(eps_y ~ eps_x - 1)

summary(ols_fwl)

4.5 Èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè íà îñíîâå ñëó÷àéíîé âûáîðêè {(Yi, Xi)}ni=1,

ãäå Xi � k-ìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð; òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n ≫ k, è ìàòðèöà X ðåãðåññîðîâ èìååò

ïîëíûé ðàíã ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïåðåìåííûìè â ïîïóëÿöèè ìîæíî çàïèñàòü òàê:

Y = X⊤β + ε. (30)

Ñ îäíîé ñòîðîíû, îöåíêà β ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â òàêîé ñèòóàöèè îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà

è óíèêàëüíà; ñ äðóãîé � ìîäåëü (30) ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ β ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíûé

âåêòîð íóæíîé ðàçìåðíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíÿÿ ôèêñèðîâàííûé β íà íåêîòîðûé íîâûé âåêòîð γ, ìû

ìîæåì çàïèñàòü

Y = X⊤γ +X⊤(β − γ) + ε⏞ ⏟⏟ ⏞
u

,

ãäå u � íîâàÿ (íåíàáëþäàåìàÿ) îøèáêà ðåãðåññèîííîé ìîäåëè. Ñâîéñòâà âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ è îøèáêè

ìîäåëè òàêèì îáðàçîì ÿâëÿþòñÿ âçàèìîñâÿçàíûìè, ïîýòîìó ñóùåñòâóþò äâà ðàçíûõ ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ

òîãî, ÷åì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ïàðàìåòðîâ β, êîòîðûé ìû îöåíèâàåì ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ìîäåëåé.

1. Îïðåäåëåíèå β íà îñíîâå ñâîéñòâ îøèáêè ìîäåëè. Îáû÷íî â òàêîì ñëó÷àå β ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíûì

êîýôôèöèåíòàì �ïîïóëÿöèîííîé ðåãðåññèè� � òî åñòü, ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì ÌÍÊ-îöåíêè ïðè èñïîëü-

çîâàíèè âñåõ íàáëþäåíèé â ïîïóëÿöèè. Óìíîæàÿ óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ÌÍÊ íà 1
n è ïåðåõîäÿ

ê ïðåäåëó, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ìîìåíòíûå óñëîâèÿ, èäåíòèôèöèðóþùèå β:

1

n

n∑︂
i=1

−2Xij(Yi − β0 − β1Xi1 − . . .− βkXik) = 0 −−−→
n→∞

E(Xjε) = 0 ∀j ∈ {1, . . . , k}.

Ïîñêîëüêó ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ Eε = 0, òî ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â

âèäå cov(X, ε) = 0. Áëèçêèé ïî ñìûñëó ñëó÷àé � êîãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî X⊤β ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé

ðåãðåññèè Y, òî åñòü E(Y | X) = X⊤β, è òîãäà E(ε | X) = 0, îòêóäà ñëåäóåò íåêîððåëèðîâàííîñòü X ñ

îøèáêîé ìîäåëè.

2. Îïðåäåëåíèå ñâîéñòâ îøèáêè ìîäåëè íà îñíîâå β, çàäàííîãî èç êàêèõ-òî äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. ×àùå

âñåãî òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà âåñü β, èëè êàêèå-òî åãî êîìïîíåíòû îïðåäåëÿþòñÿ, êàê ýôôåêòû

âîçäåéñòâèÿ íà Y ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò X â ãèïîòåòè÷åñêîì ðàíäîìèçèðîâàííîì ýêñïåðèìåíòå.

Äëÿ îòëè÷èÿ ýòîãî ñëó÷àÿ îò ïðåäûäóùåãî, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ ñ do-îïåðàòîðîì Ïåðëà:

íàïðèìåð, E
(︁
ε | do(X = x)

)︁
= 0 ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ïàðàìåòð β èäåíòèôèöèðîâàí èç óñëîâèÿ îðòîãî-

íàëüíîñòè/íåêîððåëèðîâàííîñòè ε êî âñåì êîìïîíåíòàì X â ìîäèôèöèðîâàííîì ïðîöåññå ïîðîæäåíèÿ
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äàííûõ, äëÿ êîòîðîãî èññëåäîâàòåëü èìååò âîçìîæíîñòü íàçíà÷àòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ X � è â

òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (30) ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè ïîòåíöèàëüíûõ èñõîäîâ Ðóáèíà äëÿ Y.

Áîëåå ïîäðîáíî îòëè÷èå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñëó÷àÿìè áóäåò ðàññìîòðåíî äàëåå; ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå

do-îïåðàòîðà ïðèâîäèòñÿ â 7.1.

4.6 Ðåãðåññèÿ ïî âñåé ïîïóëÿöèè

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, ñóòü ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè

âåêòîðà Y íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ñòîëáöîâ ìàòðèöû ðåãðåññîðîâ X, ÿâëÿþùóþñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â Rn.
Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó Ŷ = Xβ̂, òî îöåíêó β̂ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê êîîðäèíàòû âåêòîðà ïðîåêöèè

Ŷ â áàçèñå ñòîëáöîâ X. Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñâÿçü ìåæäó ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â êîíå÷-

íûõ âûáîðêàõ è àíàëîãè÷íîé ïðîöåäóðîé â ïîëíîé ïîïóëÿöèè. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòû ïîïóëÿöèè ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü, êàê âåêòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2, ãåîìåòðèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì âèäà ⟨ξ, ζ⟩ = cov(ξ, ζ); ξ, ζ ∈ L2. Òàêèì îáðàçîì, ïî ñâîéñòâàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,

êàæäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ â L2 ñîïîñòàâëÿåòñÿ äëèíà/íîðìà ∥ξ∥2 =
√︁
⟨ξ, ξ⟩ =

√
Vξ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ ìåæäó Y è ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

îò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X = (1,X1, . . . ,Xk)
⊤, òî åñòü E(Y −X⊤b)2 → minb∈Rk+1 .

β = argmin
b

E(Y −X⊤b)2
∂
∂b−→ −2E[X(Y −X⊤b)] = 0⇒ β =

(︁
E(XX⊤)

)︁−1E(XY), (31)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöà E(XX⊤) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé. Çàìåòèì, ÷òî â îïòèìóìå E(Y−X⊤b)2 = V(Y−
X⊤b) = ∥Y −X⊤b,Y −X⊤b∥22, ïîýòîìó ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë çàäà÷è � ïîèñê â ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå

L2 âèäà X⊤b, b ∈ Rk+1, òî÷êè, íàèáîëåå áëèçêîé ê Y, à ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Y íà ýòî

ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Âûðàæåíèå
(︁
E(XX⊤)

)︁−1E(XY) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïî âåðîÿòíîñòè äëÿ ÌÍÊ-îöåíêè ïî ñëó÷àéíîé âû-

áîðêå: äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ðåàëèçàöèè âåêòîðîâ X ñîîòâåòñòâóþò ñòðîêàì ìàòðèöû ðåãðåññîðîâ X, è

òîãäà

β̂ = (X⊤X)−1X⊤Y =

(︄
1

n

n∑︂
i=1

XiX
⊤
i

)︄−1(︄
1

n

n∑︂
i=1

XiYi

)︄
p−→
(︁
E(XX⊤)

)︁−1E(XY),

â ñèëó ÇÁ× è íåïðåðûâíîñòè îïåðàöèè îáðàùåíèÿ ìàòðèöû. Åñëè æå detE(XX⊤) = 0, òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

íå ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ, è ïàðàìåòð β íå èäåíòèôèöèðîâàí.

4.7 Íàèëó÷øèé ëèíåéíûé ïðåäèêòîð è îøèáêà ñïåöèôèêàöèè ìîäåëè

Íàéäåííîå â (31) çíà÷åíèå β ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü X⊤β êàê íàèëó÷øèé ëèíåéíûé ïðåäèêòîð äëÿ

Y íà îñíîâå âåêòîðà X. Â òî æå âðåìÿ, ñâîéñòâà L2 ïîìîãàþò îòâåòèòü è íà áîëåå îáùèé âîïðîñ: �êàêàÿ

ôóíêöèÿ îò X íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèæàåò Y?�.

Òåîðåìà 4.5. (Îïòèìèçàöèîííîå ñâîéñòâî óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ). Ïóñòü â ïðîñòðàí-

ñòâå L2 íàä íåêîòîðûì âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì çàäàíû Y � ñêàëÿðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è

X = (1,X1, . . . ,Xk)
⊤ � ñëó÷àéíûé âåêòîð. Òîãäà ñðåäè âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé f : Rk+1 → R ìèíèìóì ðàñ-

ñòîÿíèÿ ìåæäó Y è f(X) äîñòèãàåòñÿ ïðè f � ôóíêöèè ðåãðåññèè Y íà X; ò.å. ôóíêöèÿ φ(X) = E(Y | X)

åñòü ðåøåíèå çàäà÷è

E
(︁
Y − f(X)

)︁2 → min
f
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé f âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

E
(︁
Y − f(X)

)︁2 ≥ E
(︁
Y − φ(X)

)︁2
.

Èìååì

E
(︁
Y − f(X)

)︁2
= E

(︁
Y − φ(X) + φ(X)− f(X)

)︁2
=

= E
(︁
Y − φ(X)

)︁2
+ 2E

[︁(︁
Y − φ(X)

)︁(︁
φ(X)− f(X)

)︁]︁
+ E

(︁
φ(X)− f(X)

)︁2
. (32)

Èñïîëüçóÿ çàêîí ïîâòîðíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â (32)

âñåãäà ðàâíî íóëþ:

E
[︁(︁
Y − φ(X)

)︁(︁
φ(X)− f(X)

)︁]︁
= E

[︂
E
[︁(︁
Y − φ(X)

)︁(︁
φ(X)− f(X)

)︁
| X
]︁]︂

=

= E
[︂(︁
φ(X)− f(X)

)︁
E
[︁(︁
Y − φ(X)

)︁
| X
]︁]︂

= 0,

ïîñêîëüêó E
[︁(︁
Y − φ(X)

)︁
| X
]︁
= E(Y | X)− E [φ(X) | X)] è E [φ(X) | X)] = φ(X), òàê êàê φ(X) íå ñîäåðæèò

ñëó÷àéíûõ êîìïîíåíò ïðè ôèêñèðîâàííîì X.

Òðåòüå ñëàãàåìîå â (32) âñåãäà íåîòðèöàòåëüíîå, è òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî. □

Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå Y è X, ìîæíî ïîñòðîèòü îïòèìàëüíóþ (â ñðåäíåêâàä-

ðàòè÷íîì ñìûñëå) ìîäåëü, ïðåäñêàçûâàþùóþ çíà÷åíèÿ Y ïî çíà÷åíèÿì X, ïðè÷¼ì â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ

ýòà ôóíêöèÿ íåëèíåéíà ïî X. Òàêèì îáðàçîì, â ïîïóëÿöèîííîì ïðîñòðàíñòâå L2 âîçíèêàåò êðèòè÷åñêè âàæ-

íîå ðàçäåëåíèå: ëèíåéíàÿ ïðîåêöèÿ X⊤β ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ îïòèìàëüíîé ìîäåëüþ E[Y | X]. Ðàññòîÿíèå

∥E[Y | X]−X⊤β∥2 è åñòü ñòðîãàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìåðà îøèáêè ñïåöèôèêàöèè ëèíåéíîé ìîäåëè.

Â âûáîðî÷íîì ïðîñòðàíñòâå Rn êîíöåïöèÿ �îøèáêè ñïåöèôèêàöèè� îòñóòñòâóåò â ÿâíîì âèäå: âåêòîð Y

âñåãäà ìîæíî ðàçëîæèòü íà ïðîåêöèþ Ŷ è îðòîãîíàëüíûé îñòàòîê ε̂, íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê áûëè ñãåíå-

ðèðîâàíû äàííûå. Òåì íå ìåíåå, åñëè â ïîïóëÿöèè, èç êîòîðîé ñãåíåðèðîâàíà âûáîðêà, ôóíêöèè E[Y | X]

è X⊤β ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ, òî ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè, îöåí¼ííàÿ ïî âûáîðêå,

áóäåò íåîïòèìàëüíîé � è, ñêîðåå âñåãî, áóäåò óñòóïàòü ïî êà÷åñòâó ïðîãíîçîâ ìîäåëÿì, ïîçâîëÿþùèì âîñïðî-

èçâîäèòü áîëåå ãèáêóþ çàâèñèìîñòü Y îò X. Áîëüøèå ïðîáëåìû îøèáî÷íàÿ ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëè ïðèíîñèò

è â çàäà÷ó îöåíêè ýôôåêòîâ âîçäåéñòâèÿ.

Äàæå ïðè òî÷íîé ñïåöèôèêàöèè ïîïóëÿöèîííîé çàâèñèìîñòè, îöåíêà ìîäåëè íà âûáîðêå ìîæåò îêàçàòüñÿ

íåñîñòîÿòåëüíîé, åñëè âûáîðêà ÿâëÿåòñÿ ñìåù¼ííîé, òî åñòü, ñèñòåìàòè÷åñêè îòëè÷àåòñÿ îò ïîïóëÿöèè ïî

êàêîìó-òî ïðèçíàêó. Ïðèìåð òàêîé ñèòóàöèè èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 6.

Íèæå ïðåäñòàâëåíà ñâîäíàÿ òàáëèöà 2, ôîðìàëèçóþùàÿ ïðèíöèï àíàëîãèè ìåæäó ñâîéñòâàìè ëèíåéíîé

ìîäåëè íà êîíå÷íîé âûáîðêå è â ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.
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Òàáëèöà 2: Äóàëüíîñòü âûáîðî÷íûõ è ïîïóëÿöèîííûõ ñâîéñòâ ëèíåéíîé ìîäåëè

Êîíöåïöèÿ Êîíå÷íàÿ âûáîðêà (ãåîìåòðèÿ Rn) Ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü
(ãåîìåòðèÿ L2)

Áàçîâîå
ïðîñòðàíñòâî

Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn ñî
ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
⟨u, v⟩ = u⊤v.

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2(Ω,F , P )
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûì âòîðûì
ìîìåíòîì è ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
⟨U, V ⟩ = cov(U, V ).

Èñõîäíûå äàííûå Âåêòîð y ∈ Rn è ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ
X ∈ Rn×(k+1).

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y è ñëó÷àéíûé
âåêòîð X = (1,X1, . . . ,Xk)

⊤.

Öåëåâîå
ïîäïðîñòðàíñòâî

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöû X:
L(X) = {Xb : b ∈ Rk+1} ⊂ Rn.

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ðåãðåññîðîâ:
L(X) = {X⊤b : b ∈ Rk+1} ⊂ L2.

Êðèòåðèé
îïòèìàëüíîñòè

Ìèíèìèçàöèÿ ñóììû êâàäðàòîâ îñòàòêîâ
(SSR): minb ∥y −Xb∥2

Ìèíèìèçàöèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé
îøèáêè (MSE):
minb E(Y −X⊤b)2 = minb ∥Y −X⊤b∥22

Îöåíêà /
Ïàðàìåòð

Îöåíêà ÌÍÊ
β̂ = (X⊤X)−1X⊤y

Èäåíòèôèöèðîâàííûé ïàðàìåòð ëèíåéíîé
ìîäåëè
β = (E[XX⊤])−1E[XY]

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ
îïåðàöèÿ

Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ y íà L(X);
ŷ = PXy; ìàòðèöà ïðîåêòîðà
PX = X(X⊤X)−1X⊤

Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Y íà L(X):
Ŷ = X⊤β

Óñëîâèÿ
îðòîãîíàëüíîñòè

Âåêòîð îñòàòêîâ îðòîãîíàëåí ñòîëáöàì X:
X⊤(y −Xβ̂) = 0k+1

Ïîïóëÿöèîííàÿ îøèáêà îðòîãîíàëüíà
ðåãðåññîðàì:
cov(X,Y −X⊤β) = 0k+1

Íàèëó÷øàÿ
ëèíåéíàÿ ìîäåëü
(ïðåäèêòîð)

Ýìïèðè÷åñêàÿ ëèíèÿ ðåãðåññèè
(ïîäîãíàííûå çíà÷åíèÿ):
ŷi = X⊤

i β̂

BLP-ôóíêöèÿ:
Ŷ = X⊤β

Íàèëó÷øàÿ
ìîäåëü
(ïðåäèêòîð)

Íå îïðåäåëåíà äëÿ êîíå÷íîé âûáîðêè. Ïðîåêöèÿ Y íà ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ
ôóíêöèé îò X â L2 (ÓÌÎ):
E[Y | X].

Ñâÿçü (àñèìïòîòèêà): Ïî ÇÁ×, 1
nX

⊤X
p−→ E[XX⊤] è 1

nX
⊤y

p−→ E[XY], ñëåäîâàòåëüíî, β̂
p−→ β.
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Ðèñ. 6: Äèàãðàììà ðàññåÿíèÿ äëÿ ïàðíîé ðåãðåññèè íà ñìåù¼ííûõ âûáîðêàõ; â îäíîì ñëó÷àå âñå Xi < 2.5, à
â äðóãîì ñëó÷àå Yi < 6. Òàêæå èçîáðàæåíà óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü îøèáîê ðåãðåññèè â ïðåäïîëîæåíèè ýêçîãåí-
íîñòè E(εi | X) = 0

5 Èíôåðåíöèÿ â ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ

5.1 Õàðàêòåðèñòèêè îöåí¼ííîé ëèíåéíîé ìîäåëè

Îöåí¼ííàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü âåêòîð Y íà äâå êîìïîíåíòû: ÷àñòü, �îáúÿñí¼ííóþ” ñ

ïîìîùüþ X (ïðåäñêàçàííûå/âîññòàíîâëåííûå çíà÷åíèÿ Y ), è íåîáúÿñí¼ííûå îñòàòêè,

Y = Ŷ + ε̂. (33)

Îáîçíà÷èì ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé îò ñðåäíåãî ó êîîðäèíàò ýòèõ âåêòîðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

SST :=

n∑︂
i=1

(Yi − Ȳ )2, SSE :=

n∑︂
i=1

(Ŷi − ¯̂
Y )2, SSR :=

n∑︂
i=1

(Yi − Ŷi)2 =
n∑︂
i=1

ε̂2i ,

Íàçâàíèÿ ýòèõ êîíñòðóêöèé ñâÿçàíû ñ àááðåâèàòóðàìè: SST � sum of squares total (îáùàÿ), SSE � sum of

squares explained (îáúÿñí¼ííàÿ), SSR � sum of squares residual (îñòàòêîâ). Â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àþòñÿ è èíûå

ðàñøèôðîâêè.

Åñëè ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü ñîäåðæèò êîíñòàíòó, òî
∑︁n

i=1 ε̂i = 0, è, ïðèìåíÿÿ óñðåäíåíèå ïî âûáîðêå ê

îáåèì ñòîðîíàì ðàâåíñòâà (33), ïîëó÷àåì Ȳ =
¯̂
Y,

Óòâåðæäåíèå 5.1. Äëÿ ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè ñ êîíñòàíòîé âûïîëíÿåòñÿ

SST = SSE + SSR.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû õîòèì äîêàçàòü

n∑︂
i=1

(︁
Yi − Ȳ

)︁2
=

n∑︂
i=1

(︂
Ŷi − ¯̂

Y
)︂2

+
n∑︂
i=1

(︂
Yi − Ŷi

)︂2
. (34)

Çàìåòèì, ÷òî Y − Ȳ 1n = (Ŷ − ¯̂
Y 1n) + (Y − Ŷ ), ïîñêîëüêó

¯̂
Y = Ȳ äëÿ ðåãðåññèé ñ êîíñòàíòîé, è SST ,

SSE è SSR ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè íîðì (äëèí) ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ. Ïîñêîëüêó (Ŷ − ¯̂
Y ) ∈ L(X) è

(Y − Ŷ ) ∈ L⊥(X) ïî ñâîéñòâàì ÌÍÊ-ìåòîäà, òî òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (34) âåðíî â ñèëó òåîðåìû Ïèôàãîðà.

□

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñòàíäàðòíûõ õàðàêòåðèñòèê îöåí¼ííîé ìîäåëè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîíÿòü, íà-

ñêîëüêî õîðîøî îíà ñîîòâåòñòâóåò çàâèñèìîñòè ìåæäó äàííûìè â âûáîðêå:

� Êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè R2 â ìîäåëÿõ ñ êîíñòàíòîé;

� Ñêîððåêòèðîâàííûé êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè R2
adj ;

� Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà ðåãðåññèè � îöåíêà ñòàíäàòíîãî îòêëîíåíèÿ îøèáêè ìîäåëè;

� F -ñòàòèñòèêà çíà÷èìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè.

Ïåðâàÿ èç ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèé Ŷ è Y , èëè, ÷òî ýêâèâàëåíò-

íîå, îòíîøåíèåì ñóìì êâàäðàòîâ

R2 :=
SSE

SST
.

Äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ R2 óäîáíî ïåðåéòè îò èñõîäíîé ìîäåëè ê ìîäåëè â îòêëîíåíèÿõ îò ñðåäíèõ çíà÷åíèé

(öåíòðèðîâàíèå). Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó FWL ê ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ìîäåëè, îñóùåñòâëÿÿ

ðåãðåññèþ êàæäîé èç êîìïîíåíò íà âåêòîð-êîíñòàíòó. Ïóñòü èñõîäíàÿ ìîäåëü, îöåí¼ííàÿ ÌÍÊ, èìååò âèä

Y = Xθ̂ + ε̂, (35)

ãäå X ñîäåðæèò êîíñòàíòó (ñòîëáåö èç åäèíèö). Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (92) íà ìàòðèöó Q1 := In −
1
n1n1

⊤
n , ïðîåöèðóþùóþ íà ïîäïðîñòðàíñòâî Rn âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ êîíñòàíòå, ïîëó÷àåì

Ỹ = X̃θ̂ + ε̂, (36)

ãäå Ỹ = Y − Ȳ � âåêòîð îòêëîíåíèé îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Àíàëîãè÷íî, ñòîëáöû X̃

ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè X, èç êîòîðûõ âû÷ëè ñîîòâåòñòâóþùèå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ (ñòîëáåö åäèíèö ïðè ýòîì

ïîëíîñòüþ çàíóëÿåòñÿ). Âåêòîð ε̂ ïîä äåéñòâèåì ïðîåêòîðà Q1 íå èçìåíÿåòñÿ, òàê êàê îí èçíà÷àëüíî áûë

îðòîãîíàëåí âåêòîðó-êîíñòàíòå.

Â óðàâíåíèè (36) îñòàòêè ε̂ ïî-ïðåæíåìó îðòîãîíàëüíû ñòîëáöàìè ìàòðèöû X̃, ïîýòîìó ýòî óðàâíåíèå

çàäà¼ò ðàçëîæåíèå Ỹ íà X̃θ̂ ∈ L(X̃) è ε̂ ∈ L⊥(X̃).

Ëåììà 5.2. Â ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè ñ êîíñòàíòîé âûïîëíÿåòñÿ R2 = ˆ︃corr2(Ŷ , Y ). Äëÿ ïàðíîé ðåãðåñ-

ñèè òàêæå âåðíî Yi = β0 + β1Xi + εi ÿâëÿåòñÿ R
2 = ˆ︃corr2(X,Y ), ãäå X � âåêòîð çíà÷åíèé Xi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìîäåëü â îòêëîíåíèÿõ îò ñðåäíèõ çíà÷åíèé (36). Ïîñêîëüêó ˆ̃︁Y := X̃θ̂ ÿâëÿ-

åòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé Ỹ íà ïðîñòðàíñòâî L(X̃), êîñèíóñ óãëà α ìåæäó Ỹ è ˆ̃︁Y � ýòî

cos(α) =
∥ ˆ̃︁Y ∥
∥Ỹ ∥

,
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ãäå ∥ · ∥ � åâêëèäîâà íîðì â Rn. Òàêæå, ïî îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

⟨ ˆ̃︁Y , Ỹ ⟩ = ∥ ˆ̃︁Y ∥ · ∥Ỹ ∥ · cos(α)⇒ cos(α) =
⟨ ˆ̃︁Y , Ỹ ⟩
∥ ˆ̃︁Y ∥ · ∥Ỹ ∥ ⇒ (37)

∥ ˆ̃︁Y ∥2
∥Ỹ ∥2

=

(︂
⟨ ˆ̃︁Y , Ỹ ⟩)︂2
∥ ˆ̃︁Y ∥2 · ∥Ỹ ∥2 .

Çàìåòèì, ÷òî ∥ ˆ̃︁Y ∥2 =∑︁n
i=1(Ŷi−Ȳ )2 = SSE, ∥Ỹ ∥2 =

∑︁n
i=1(Yi−Ȳ )2 = SST , è ⟨ ˆ̃︁Y , Ỹ ⟩ =∑︁n

i=1(Ŷi−Ȳ )(Yi−Ȳ ),

ïîýòîìó

R2 =
SSE

SST
=

1
(n−1)2

(︂∑︁n
i=1(Ŷi − Ȳ )(Yi − Ȳ )

)︂2
1

n−1

∑︁n
i=1(Ŷi − Ȳ )2 · 1

n−1

∑︁n
i=1(Yi − Ȳ )2

=
ˆ︂cov2(Ŷ , Y )

V̂(Ŷ ) · V̂(Y )
= ˆ︃corr2(Ŷ , Y ).

□

Ñâÿçü R2 = cos2(α) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èíòåðïðåòàöèè äâóõ ýêñòðåìàëüíûõ ñëó÷àåâ R2 = 1 è R2 = 0.

Â ïåðâîì ñëó÷àå Y − Ȳ è Ŷ − ¯̂
Y ñîâïàäàþò è ëåæàò â L(X̃), à çíà÷èò, ðåãðåññèîííàÿ ôóíêöèÿ íà ðàññìàò-

ðèâàåìîé âûáîðêå â òî÷íîñòè âîñïðîèçâîäèò âñå çíà÷åíèÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà

R2 = 0, Y − Ȳ 1n è Ŷ − ¯̂
Y 1n îðòîãîíàëüíû, à çíà÷èò, èñïîëüçóåìûå ðåãðåññîðû íåïðèãîäíû äëÿ îáúÿñíåíèÿ

âàðèàöèè â Y â èñïîëüçóåìîé âûáîðêå.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ïðèìåíåíèÿ R2 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åãî çíà÷åíèå ïî÷òè âñåãäà óâåëè÷èâàåòñÿ (è íå

ìîæåò óìåíüøàòüñÿ) îò äîáàâëåíèÿ â ìîäåëü íîâûõ ïåðåìåííûõ, äàæå åñëè ýòè ïåðåìåííûå íèêàêîãî îòíîøå-

íèÿ ê îáúÿñíÿåìîé ïåðåìåííîé íå èìåþò. Ïîýòîìó äëÿ ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé ñ ðàçíûì êîëè÷åñòâîì ðåãðåññîðîâ

ëó÷øå èñïîëüçîâàòü ñêîððåêòèðîâàííûé êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè R2
adj , øòðàôóþùèé çà äîïîëíèòåëüíî

âêëþ÷¼ííûå ïåðåìåííûå. Ïóñòü n � êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé, à k � êîëè÷åñòâî ðåãðåññîðîâ (âêëþ÷àÿ êîíñòàí-

òó). Òîãäà

R2
adj := 1−

(︁
1−R2

)︁ (n− 1)

(n− k)
≤ R2.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü àíàëîãè÷íûå (37) ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èñõîäíûìè (íåöåíòðèðîâàííû-

ìè) âåêòîðàìè Y , Ŷ è ε̂, òî ìîæíî ïîëó÷èòü òàê íàçûâàåìûé íåöåíòðèðîâàííûé êîýôôèöèåíò äåòåìèíàöèè

R2
u =

∑︁n
i=1 ŷ

2
i∑︁n

i=1 y
2
i
. Îí ðåäêî èñïîëüçóåòñÿ â âû÷èñëåíèÿõ, ïîñêîëüêó íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ê äîáàâëåíèþ

êîíñòàíòû ê çàâèñèìîé ïåðåìåííîé.14

5.2 Èíôåðåíöèÿ â ëèíåéíîé ìîäåëè ñ íîðìàëüíûìè îøèáêàìè

Ïåðåõîäÿ ê âîïðîñàì èíôåðåíöèè â ëèíåéíîé ìîäåëè, ñëåäóåò íàïîìíèòü ñâîéñòâà íàèáîëåå ïðîñòîãî

ñëó÷àÿ, âîçíèêàþùåãî ïðè íîðìàëüíîñòè îøèáîê ìîäåëè.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü çàäàíà ëèíåéíàÿ ìîäåëü:

Y = Xβ + ε, (38)

ïðè÷¼ì îøèáêè èìåþò öåíòðèðîâàííîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì X:

ε | X ∼ N (0, σ2In). (39)

14Davidson R., MacKinnon J.G. (2021). Estimation and Inference in Econometrics. Oxford University Press, p.14.
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Â òàêîì ñëó÷àå óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà îöåíîê ÌÍÊ èìååò âèä:

β̂ | X ∼ N
(︂
β, σ2(X⊤X)−1

)︂
Äëÿ îòäåëüíîãî j-ãî êîýôôèöèåíòà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî β̂j | X ∼ N

(︁
βj , σ

2[(X⊤X)−1]jj
)︁
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â òàêîé ïîñòàíîâêå β îäíîçíà÷íî èäåíòèôèöèðóåòñÿ óñëîâèÿìè îðòîãî-

íàëüíîñòè ε è X â ïðåäïîëîæåíèè íåâûðîæäåííîñòè E[XX⊤].

Îöåíêà ÌÍÊ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò âåêòîðà îøèáîê:

β̂ = (X⊤X)−1X⊤Y = β + (X⊤X)−1X⊤ε.

Ïîñêîëüêó óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ε � ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå, ëþáàÿ åãî ëèíåéíàÿ òðàíñôîðìàöèÿ (ïðè

ôèêñèðîâàííîé ìàòðèöå X) òàêæå èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Âû÷èñëÿÿ óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå è êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó, ìû ïîëó÷àåì ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ ÌÍÊ-îöåíîê:

E[β̂ | X] = β + (X⊤X)−1X⊤E[ε | X] = β,

V(β̂ | X) = (X⊤X)−1X⊤V(ε | X)X(X⊤X)−1 = σ2(X⊤X)−1.

□

Òåîðåìà 5.4. (Ëåììà Ôèøåðà äëÿ ëèíåéíûõ ìîäåëåé).

Â ëèíåéíîé ìîäåëè ñ íîðìàëüíûìè îøèáêàìè (38)-(39), ãäå îáùåå êîëè÷åñòâî ðåãðåññîðîâ (âêëþ÷àÿ êîí-

ñòàíòó) ðàâíî k + 1, à ðàçìåð ñëó÷àéíîé âûáîðêè ðàâåí n, ñòàíäàðòíàÿ îöåíêà äèñïåðñèè S2 = SSR
n−k−1

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. (n−k−1)S2

σ2 | X ∼ χ2(n− k − 1) (õè-êâàäðàò ñ n− k − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû).

2. ÌÍÊ-îöåíêà β̂ è S2 óñëîâíî íåçàâèñèìû ïðè ôèêñèðîâàííîì íàáîðå ðåãðåññîðîâ X.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î ðàñïðåäåëåíèè F -ñòàòèñòèê â

ìîäåëÿõ ñ íîðìàëüíûìè îøèáêàìè, ïðèâåä¼ííîìó â ïðèëîæåíèè.

Ëåììà Ôèøåðà ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òî÷íûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû è òåñòèðîâàòü ãèïîòåçû î çíà÷åíèÿõ

êîìïîíåíò âåêòîðà β. Ðàññìîòðèì ïðîâåðêó íóëåâîé ãèïîòåçû H0 : βj = βj0 (÷àñòî βj0 = 0). Ñòàíäàðòèçèðî-

âàííàÿ îöåíêà èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

Zj =
β̂j − βj0√︁

σ2[(X⊤X)−1]jj
| X ∼ N (0, 1).

Ïîñêîëüêó σ2 íåèçâåñòíî, ìû çàìåíÿåì åãî íà îöåíêó S2. Îòíîøåíèå ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ê êîðíþ èç íåçàâèñèìîé âåëè÷èíû χ2, äåëåííîé íà å¼ ñòåïåíè ñâîáîäû, ïî îïðåäåëåíèþ äàåò

ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà (t-ðàñïðåäåëåíèå):

tj =
Zj√︂
S2

σ2

=
β̂j − βj0√︁

S2[(X⊤X)−1]jj
=
β̂j − βj0ˆ︃s.e.(β̂j)

Ïðè èñòèííîñòè H0, ñòàòèñòèêà tj èìååò òî÷íîå t-ðàñïðåäåëåíèå ñ n− k − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû:

tj | X ∼ t(n− k − 1).
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Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü òåñòû, ñðàâíèâàÿ |tj | ñ íóæíûìè êâàíòèëÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ t(n− k − 1) è âû-

÷èñëÿòü p-çíà÷åíèÿ äëÿ âûáîðîê ëþáîãî îáúåìà n > k+1, íå ïðèáåãàÿ ê àñèìïòîòè÷åñêèì àïïðîêñèìàöèÿì.

Èíâåðòèðóÿ ïðîöåäóðó ïðîâåðêè ãèïîòåç, ìîæíî ïîñòðîèòü òî÷íûé (1− α)-äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ
ïàðàìåòðà βj . Èñõîäÿ èç âåðîÿòíîñòíîãî óòâåðæäåíèÿ P(tα/2 ≤ tj ≤ −tα/2 | X) = 1 − α, ãäå tα/2 � êâàíòèëü

óðîâíÿ α/2 ðàñïðåäåëåíèÿ t(n− k − 1), ïîëó÷àåì:

CI1−α(βj) =
[︂
β̂j + tα/2 ·ˆ︃s.e.(β̂j), β̂j − tα/2 ·ˆ︃s.e.(β̂j)]︂ .

Òåîðåìà 5.5. (Ñòàíäàðòíûé F -òåñò ëèíåéíûõ ãèïîòåç ïðè íîðìàëüíûõ îøèáêàõ ðåãðåññèè; äîêàçàòåëü-

ñòâî â ïðèëîæåíèè).

Ðàññìîòðèì ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü ñ íîðìàëüíûìè îøèáêàìè,

Y = Xβ + Zγ + ε, ε | X,Z ∼ N (0, σ2In). (40)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X è Z � ìàòðèöû ðåãðåññîðîâ ðàçìåðîì n × k è n × j, è ìû õîòèì òåñòèðîâàòü

H0 : β = 0k ïðîòèâ Ha : β ̸= 0k. Äëÿ ýòîãî ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îöåíèì èñõîäíóþ ìîäåëü (40),

à òàêæå êîðîòêóþ ìîäåëü

Y = Zγ̃ + u, (41)

è îáîçíà÷èì ïîëó÷àþùèåñÿ ñóììû êâàäðàòîâ îñòàòêîâ çà SSR è SSR∗ ñîîòâåòñòâåííî.

Óòâåðæäåíèå: F -ñòàòèñòèêà F =
SSR∗−SSR/k
SSR/n−k−j

ïðè H0 èìååò F (k, n− k − j) ðàñïðåäåëåíèå.

Ðèñ. 7: Ãèñòîãðàììà çíà÷åíèé F -ñòàòèñòèêè, ïîëó÷åííûõ â 10000 Ìîíòå-Êàðëî ýêñïåðèìåíòàõ ñ ðàçìåðîì
âûáîðêè n = 100. Ïóíêòèðíàÿ êðàñíàÿ ëèíèÿ � òåîðåòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèì F -ðàñïðåäåëåíèåì.

# A numeric example on F-test

# Draw data according to a DGP Yi = α+ γ1zi1 + γ2zi2 + εi but estimate a different model

Yi = α̃+ β1xi1 + β2xi2 + γ̃1zi1 + γ̃2zi2 + ε̃i,
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# with x, z, ε ∼ i.i.d. N (0, 1).

N <- 10000

n <- 100

#N is the number of Monte-Carlo samples, n is the number of observations in one sample

X <- matrix(rnorm(2*N*n, 0, 1), ncol = 2)

Z <- cbind(rep(1, N*n), matrix(rnorm(2*N*n, 0, 1), ncol = 2))

epsilon <- rnorm(N*n, 0, 1)

alpha <- 1

gamma_1 <- 4

gamma_2 <- 5

Y <- Z %*% c(alpha, gamma_1, gamma_2) + epsilon

db <- cbind(Y,X,Z)

one_sample_est <- function(start, step = n, ddbb = db){

yy <- ddbb[start:(start+step-1), 1]

xx <- ddbb[start:(start+step-1), 2:3]

zz <- ddbb[start:(start+step-1), 4:6]

xz <- cbind(xx,zz)

res_short <- (diag(x = 1, ncol = n, nrow = n) - zz %*% solve(t(zz) %*% zz) %*% t(zz)) %*% yy

res_long <- (diag(x = 1, ncol = n, nrow = n) - xz %*% solve(t(xz) %*% xz) %*% t(xz)) %*% yy

return((norm(res_short, type = "F")^2-norm(res_long, type = "F")^2)*(n-5)/

(2*norm(res_long, type = "F")^2))

}

est_array <- sapply(seq(1,(n*N),n), one_sample_est)

hist(est_array, breaks = max(N/100,10), prob = TRUE,

main = "Histogram with density curve of F-distribution",

xlab = "F-stat value")

x2 <- seq(min(est_array), max(est_array), length = 40)

fun <- df(x2, 2, n-5)

# density function of F (2, n− k)

lines(x2, fun, col=2, lty="dotted", lwd = 2)

×àñòî F -òåñòû ëèíåéíûõ ìîäåëåé ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïðîâåðêè ñîâìåñòíîé íåçíà÷èìîñòè âñåõ ðåãðåññîðîâ.

Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå Z áåðåòñÿ êîíñòàíòà, à â êà÷åñòâå X � âñå îñòàëüíûå ðåãðåññîðû, è òåñòðóåòñÿ H0 :

β = 0k. Åñëè òåñò íå îòâåðãàåò H0, ýòî çíà÷èò, ÷òî ðåãðåññîðû â ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòíî íåçíà÷èìûìè,

è îáúÿñíÿþùàÿ ñïîñîáíîñòü �äëèííîé� ìîäåëè � òàêàÿ æå, êàê ó ìîäåëè, â êîòîðîé Y ðåãðåññèðóåòñÿ òîëüêî

íà êîíñòàíòó.

Ïîäâîäÿ èòîãè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíîñòè îøèáîê � ìîùíûé, íî óÿçâèìûé

èíñòðóìåíò.

� Åñëè îøèáêè íîðìàëüíû, ìû ïîëó÷àåì òî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ t è F â êîíå÷íûõ âûáîðêàõ, íåçàâèñèìî

îò òîãî, íàñêîëüêî ìàëî n.

� Åñëè îøèáêè íå íîðìàëüíû, ïîëó÷àåìûå t è F ñòàòèñòèêè èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ îò

òåîðåòè÷åñêèõ, è ôàêòè÷åñêèå óðîâíè çíà÷èìîñòè è äðóãèå ïîêàçàòåëè, èñïîëüçóåìûå äëÿ èíôåðåíöèè,

ìîãóò áûòü äàëåêè îò ðàñ÷¼òíûõ. Â òî æå âðåìÿ, åñëè n äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü
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àñèìïòîòè÷åñêèå âåðñèè ñîîòâåòñòâóþùèõ òåñòîâ, íå òðåáóþùèå òî÷íîãî çíàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê.

5.3 Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ÌÍÊ-îöåíîê

Ïðè îöåíêå ðåãðåññèè îáúåêòîì îöåíèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, îäíàêî ââèäó ñäåëàííîãî

ïðåäïîëîæåíèÿ î å¼ ëèíåéíîñòè, íàì äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè îöåíîê å¼ ïàðà-

ìåòðîâ. Cóùåñòâóåò òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò, ãàðàíòèðóþùèé, ÷òî åñëè äëÿ îöåíèâàíèÿ âûáðàíà ïðàâèëüíàÿ

ìîäåëü, òî ÌÍÊ-îöåíêè áóäóò íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè â íåêîòîðîì, äîñòàòî÷íî øèðîêîì êëàññå îöåíîê �

à çíà÷èò, è îöåí¼ííàÿ ìîäåëü áóäåò íàèëó÷øåé âîçìîæíîé (â íåêîòîðîì ñìûñëå) ìîäåëüþ äëÿ çàâèñèìîé

ïåðåìåííîé. Íþàíñ, äåëàþùèé ýòîò ðåçóëüòàò íåñóùåñòâåííûì â ïðàêòè÷åñêîì îòíîøåíèè, çàêëþ÷àåòñÿ â

òîì, ÷òî èññëåäîâàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ �óãàäàòü� êîððåêòíóþ ôîðìó ôóíêöèè ðåãðåññèè Y äëÿ âûïîëíåíèÿ

óñëîâèé òåîðåìû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

ÃÌ1 Ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ;

ÃÌ2 {(Yi, Xi)}ni=1 � í.î.ð. âûáîðêà, ãäå Xi � k-ìåðíûé âåêòîð ðåãðåññîðîâ (Xi1, . . . , Xik);

ÃÌ3 Íåò ïîëíîé ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè, òî åñòü âûáîðî÷íûå ðåàëèçàöèè êîìïîíåíò Xi (êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè ìàòðèöû ðåãðåññîðîâ) îáðàçóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð âåêòîðîâ â Rn ñ

âåðîÿòíîñòüþ 1;

ÃÌ4 Íóëåâîå óñëîâíîå ñðåäíåå îøèáêè: E(εi | Xi1, . . . , Xik) = 0;

ÃÌ5 Ãîìîñêåäàñòè÷íîñòü îøèáêè: V(εi | Xi1, . . . , Xik) = const.

Òåîðåìà 5.6. (Ãàóññ, Ìàðêîâ; äîêàçàòåëüñòâî â ïðèëîæåíèè)

Åñëè ïðåäïîëîæåíèÿ ÃÌ1-ÃÌ5 âûïîëíåíû, òî ÌÍÊ-îöåíêè ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè � òî åñòü, èìå-

þò ñàìóþ íèçêóþ äèñïåðñèþ â êëàññå ëèíåéíûõ (ïî Y ) íåñìåùåííûõ îöåíîê.

Ïîïóëÿðíûé âèä îöåíêè äèñïåðñèè ðåãðåññèîííîé îøèáêè òàêæå îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ïðåäïîëîæå-

íèé ÃÌ4-ÃÌ5.

Ëåììà 5.7. Ïóñòü â ëèíåéíîé ìîäåëè Y = Xβ+ε ñ k ðåãðåññîðàìè X := (X1, . . . , Xk) îøèáêà óäîâëåòâîðÿåò

ïðåäïîëîæåíèÿì ÃÌ4 è ÃÌ5:

E(ε | X) = 0, V(ε | X) = σ2In.

Òîãäà íåñìåù¼ííîé îöåíêîé äèñïåðñèè îøèáêè σ2 ïî ñëó÷àéíîé âûáîðêå ðàçìåðîì n ÿâëÿåòñÿ

σ̂2 :=

∑︁n
i=1 ε̂

2
i

n− k
=
SSR

n− k
.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÌÍÊ-îöåíêà èìååò âèä β̂ =
(︁
X⊤X

)︁−1
X⊤Y,

ε̂ = Y −Xβ̂ =
(︁
In −X(X⊤X)−1X⊤)︁Y = (In − PX)(Xβ + ε) = (In − PX)ε,

n∑︂
i=1

ε̂2i = ε̂⊤ε =
(︁
(In − PX)ε

)︁⊤
(In − PX)ε = ε⊤(In − PX)ε.

ãäå PX = X(X⊤X)−1X⊤ � ïðîåêòîð íà L(X).

×òîáû íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ε̂⊤ε̂, óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî ñëåäà ìàòðèöû tr(·):
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� Ñëåä îò ÷èñëà (ñêàëÿðà) � ñàìî ýòî ÷èñëî;

� Äëÿ ëþáûõ n× k è k × n ìàòðèö A è B âûïîëíåíî tr(AB) = tr(BA);

� Åñëè ìàòðèöà Q èìååò êîíå÷íûé ðàçìåð, òî îïåðàòîðû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ñëåäà âñåãäà

êîììóòèðóþò: E
(︁
tr(Q)

)︁
= tr

(︁
E(Q)

)︁
.

Ïîñêîëüêó ε̂⊤ε̂ ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, ε̂⊤ε̂ = tr(ε̂⊤ε̂) = tr
(︁
ε⊤(In − PX)ε

)︁
= tr

(︁
(In − PX)εε⊤

)︁
;

E[ε̂⊤ε̂ | X] = E
[︂
tr
(︁
(In − PX)εε⊤

)︁
| X
]︂
= tr

[︂
E
(︁
(In − PX)εε⊤ | X

)︁]︂
= tr

[︂
(In − PX)E(εε⊤ | X)

]︂
=

= tr
[︁
(In − PX)σ2In

]︁
= σ2tr(In − PX).

Î÷åâèäíî, tr(In−PX) = tr(In)−tr(PX) = n−tr
(︁
X(X⊤X)−1X⊤)︁ = n−tr

(︁
(X⊤X)−1X⊤X

)︁
= n−k, ïîñêîëüêó

X⊤X � ýòî k× k ìàòðèöà, è (X⊤X)−1X⊤X = Ik � k× k åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïîýòîìó E[ε̂⊤ε̂ | X] = σ2(n− k),
è å¼ áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå � òàêîå æå, à ñëåäîâàòåëüíî, σ̂2 � íåñìåù¼ííàÿ îöåíêà σ2.

# Check that σ̂2 =
∑︁n

i=1 ε̂2i
n−k is indeed the same estimator of error variance, that we get with lm() command

n <- 100

k <- 5

# number of observations and regressors in a linear model

X <- matrix(rnorm(k*n,0,1), ncol = k)

epsilon <- rnorm(n,0,1)

Y <- X %*% seq(1,k,1) + epsilon

# DGP is Y = Xθ + ε with i.i.d. normal X and ε, and θ = (1, 2, . . . , k)⊤.

ols_full <- lm(Y~X-1)

summary(ols_full)$sigma^2

# Value of error variance estimate obtained via lm() function

Qx <- diag(x=1,nrow = n, ncol = n) - X %*% solve(t(X) %*% X) %*% t(X)

e_hat <- Qx %*% Y

(t(e_hat) %*% e_hat)/(n-k)

# The same value, calculated manually

Çíà÷èòåëüíî áîëüøóþ ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü èìåþò ðåçóëüòàòû, íå òðåáóþùèå âûïîëíåíèÿ ïðåäïîëî-

æåíèÿ ÃÌ4, ãëàâíûìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü ÌÍÊ-îöåíîê.

Óòâåðæäåíèå 5.8. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ÃÌ1-ÃÌ3, ÌÍÊ-îöåíêè â ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè ÿâëÿþòñÿ

ñîñòîÿòåëüíûìè è àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûìè. Åñëè äîïîëíèòåëíî âûïîëíåíî óñëîâèå ÃÌ4, òî îöåíêè

ÿâëÿþòñÿ íåñìåù¼ííûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü

Y = Xβ + ε,

â êîòîðîé X � ñëó÷àéíàÿ ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ n× k.
ÌÍÊ-îöåíêîé âåêòîðà ïàðàìåòðà β ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

β̂ = (X⊤X)−1X⊤Y.
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Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå òàêîé îöåíêè ïðè âûïîëíåíèè ÃÌ4 èìååò âèä

E(β̂ | X) = E
(︁
(X⊤X)−1X⊤Y | X

)︁
= (X⊤X)−1X⊤E(Y | X) = (X⊤X)−1X⊤E(Xβ + ε | X) =

= (X⊤X)−1X⊤Xβ + (X⊤X)−1X⊤E(ε | X) = β.

Ïðèìåíÿÿ çàêîí ïîâòîðíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, ïîëó÷àåì Eβ̂ = E
[︁
E(β̂ | X)

]︁
= Eβ = β. Îòìåòèì,

÷òî ýòîò ðåçóëüòàò òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ãåòåðîñêåäàñòè÷íûõ îøèáêàõ, òî åñòü áåç óñëîâèÿ ÃÌ5.

Äëÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè ÌÍÊ-îöåíîê óñëîâèå ÃÌ4 E(ε | X) = 0n ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå ñëàáîå óñëîâèå

íåêîððåëèðîâàííîñòè E(X⊤ε) = 0k.
15

β̂ = (X⊤X)−1X⊤Y = β + (X⊤X)−1X⊤ε = β +

(︃
X⊤X

n

)︃−1(︃
X⊤ε

n

)︃
.

Ïðè ýòîì

X⊤ε

n
=

(︄
1

n

n∑︂
i=1

Xi1εi, . . . ,
1

n

n∑︂
i=1

Xikεi

)︄⊤
p−→
(︁
E(Xi1εi), . . . ,E(Xikεi)

)︁⊤
= 0k, (42)

â ñèëó çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë. Êðîìå òîãî,

X⊤X

n
=

1

n

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
X⊤

·1X·1 X⊤
·1X·2 . . . X⊤

·1X·k

X⊤
·2X·1 X⊤

·2X·2 . . . X⊤
·2X·k

. . . . . . . . . . . .

X⊤
·kX·1 X⊤

·kX·2 . . . X⊤
·kX·k

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =
1

n

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑︁n

i=1X
2
i1

∑︁n
i=1Xi1Xi2 . . .

∑︁n
i=1Xi1Xik∑︁n

i=1Xi2Xi1
∑︁n

i=1X
2
i2 . . .

∑︁n
i=1Xi2Xik

. . . . . . . . . . . .∑︁n
i=1XikXi1

∑︁n
i=1XikXi2 . . .

∑︁n
i=1X

2
ik

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ p−→

p−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
E(X2

i1) E(Xi1Xi2) . . . E(Xi1Xik)

E(Xi2Xi1) E(X2
i2) . . . E(Xi2Xik)

. . . . . . . . . . . .

E(XikXi1) E(XikXi2) . . . E(X2
ik)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

òî åñòü, â îáùåì ñëó÷àå ýòà êîìïîíåíòà ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê íåâûðîæäåííîé ìàòðèöå k × k, êîòî-

ðóþ, èñïîëüçóÿ âåêòîð ðåãðåññîðîâ äëÿ i-ãî íàáëþäåíèÿ Xi, ìîæíî çàïèñàòü êàê E(XiX
⊤
i ). Ïðîèçâåäåíèå(︂

X⊤X
n

)︂−1 (︂
X⊤ε
n

)︂
â ñèëó òåîðåìû î íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïî âåðîÿòíîñòè:

(︃
X⊤X

n

)︃−1(︃
X⊤ε

n

)︃
p−→ E(XiX

⊤
i ) · 0k = 0k,

îòêóäà ñëåäóåò β̂
p−→ β.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü ÌÍÊ-îöåíîê äîêàçûâàåòñÿ ñõîæèì ñïîñîáîì. Çäåñü ñíîâà óñëîâèå ÃÌ4

ìîæíî çàìåíèòü íà íåêîððåëèðîâàííîñòü îøèáîê è X, à ÃÌ5 ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûìè, íî îáà ýòèõ óñëî-

âèÿ îáëåã÷àþò âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðîâ ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ìåæäó îöåíêîé è

èñòèííûì çíà÷åíèåì, óìíîæåííóþ íà ñòàáèëèçèðóþùèé êîýôôèöèåíò
√
n :

√
n(β̂ − β) =

(︃
X⊤X

n

)︃−1(︃
X⊤ε√
n

)︃
(43)

Â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ïðîèçâåäåíèÿ ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê E(XiX
⊤
i ), à âòîðàÿ,

15Íåêîððåëèðîâàííîñòü ñëåäóåò èç ÃÌ4, òàê êàê ïðè E(ε | X) = 0n âûïîëíÿåòñÿ E(X⊤ε) = E[E(X⊤ε | X)] = E[X⊤E(ε | X)] = 0.
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êàê ñëåäóåò èç (42), èìååò âèä (︄
1√
n

n∑︂
i=1

Xi1εi, . . . ,
1√
n

n∑︂
i=1

Xikεi

)︄⊤

,

ãäå êàæäàÿ èç êîìïîíåíò âåêòîðà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû, è ïîýòîìó

òàêîé âåêòîð ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Òîãäà èç òåîðåìû Ñëóöêîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ

ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê íîðìàëüíîìó âåêòîðó Äèñïåðñèþ ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè, ïîëüçóÿñü

ðàçëîæåíèåì ïî óñëîâèþ X è íåñìåù¼ííîñòüþ îöåíêè:

V
(︁√
n(β̂ − β)

)︁
= E

[︁
V
(︁√
n(β̂ − β) | X

)︁]︁
+ V

[︁
E
(︁√
n(β̂ − β) | X

)︁]︁
= E

[︁
V
(︁√
n(β̂ − β) | X

)︁]︁
,

V
(︁√
n(β̂ − β) | X

)︁
= n(X⊤X)−1X⊤V(ε | X)

(︁
(X⊤X)−1X⊤)︁⊤ =

nσ2(X⊤X)−1X⊤X(X⊤X)−1 = nσ2(X⊤X)−1 ⇒ E
[︁
V
(︁√
n(β̂ − β) | X

)︁]︁
= E

[︁
nσ2(X⊤X)−1

]︁
.

Äàëåå, ïðåäïîëàãàÿ âîçìîæíîñòü ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïðåäåë è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå,16 ïîëó÷àåì

lim
n→∞

E
[︁
nσ2(X⊤X)−1

]︁
= E

[︄
lim
n→∞

σ2
(︃
X⊤X

n

)︃−1
]︄
= E

[︁
σ2
(︁
E(XiX

⊤
i )
)︁−1]︁

= σ2
(︁
E(XiX

⊤
i )
)︁−1

.

Î÷åíü ÷àñòî íà ïðàêòèêå âìåñòî èíôåðåíöèè íà ïîëíóþ ïîïóëÿöèþ, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíÿÿ

àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, èñïîëüçóåòñÿ èíôåðåíöèÿ íà ñóáïîïóëÿöèþ, èìåþùóþ çíà÷åíèÿ ðåãðåññîðîâ

X, èñïîëüçîâàííûå äëÿ îöåíêè ìîäåëè � òî åñòü, ôàêòè÷åñêè, äîïóñêàåòñÿ èçìåíåíèå òîëüêî çíà÷åíèé îøèáîê

ðåãðåññèè. Â òàêîì ñëó÷àå íàì íóæíî ðàññìàòðèâàòü óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå îöåíêè

β̂ | X = (X⊤X)−1X⊤Y | X,

êîòîðàÿ èìååò ñòðóêòóðó ëèíåéíîé ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (
∑︁n

i=1Xi1Yi, . . . ,
∑︁n

i=1XikYi)
⊤, äëÿ êîì-

ïîíåíò êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ÖÏÒ. Òîãäà ïðè áîëüøèõ n ìîæíî ñ÷èòàòü ðàñïðåäåëåíèå β̂ | X ïðè-

áëèæåííî íîðìàëüíûì ñ ïàðàìåòðàìè

E(β̂ | X) = β ïðè íóëåâîì óñëîâíîì ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè îøèáîê,

V(β̂ | X) = (X⊤X)−1X⊤V(ε | X)X(X⊤X)−1 = σ2(X⊤X)−1 ïðè ãîìîñêåäàñòè÷íîñòè îøèáîê.

Åñëè îøèáêè ïðåäïîëàãàþòñÿ ãåòåðîñêåäàñòè÷íûìè, òî â êà÷åñòâå îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû V(β̂ |
X) ìîæíî âçÿòü âûáîðî÷íûé àíàëîã (X⊤X)−1X⊤V(ε | X)X(X⊤X)−1 � îöåíêè Óàéòà.

5.4 Òåñòèðîâàíèå ãèïîòåç â ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ÌÍÊ-îöåíîê èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ t-ñòàòèñòèê, êîòîðûå ìîæíî

ïðèìåíÿòü äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ãèïîòåç âèäà H0 : βj = βj0, ãäå àëüòåðíàòèâà ìîæåò áûòü îäíîñòîðîííåé èëè

äâóõñòîðîííåé. Òîãäà ïðè H0 â ìîäåëè ñ ãîìîñêåäàñòè÷íûìè îøèáêàìè âûïîëíåíî

t =
β̂j − βj0√︂[︁

σ̂2(X⊤X)−1
]︁
jj

d−→ N (0, 1), (44)

16Òåõíè÷åñêèì óñëîâèåì äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìèíèìàëüíîå èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû E(XiX
⊤
i ) îòäåëåíî îò íóëÿ.
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ãäå â çíàìåíàòåëå äðîáè íàõîäèòñÿ ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå îöåíêè β̂j � òî åñòü, j-é ýëåìåíò íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè ìàòðèöû óñëîâíîé êîâàðèàöèè σ2(X⊤X)−1. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó äèñïåðñèÿ îøèáêè ìîäåëè êàê

ïðàâèëî íåçèâåñòíà, òî âìåñòî íå¼ èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà σ̂2 = SSR
n−k .

Êîíñòðóêöèè íàïîäîáèå (44) ïîëó÷èëè òàêîå íàçâàíèå â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ðàííèå èññëåäîâàíèÿ ëèíåé-

íûõ ìîäåëåé ÷àñòî ïðåäïîëàãàëè íîðìàëüíîñòü îøèáîê. Â ýòîì ñëó÷àå, èñïîëüçóÿ àíàëîã ëåììû Ôèøåðà,

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà ìàëûõ âûáîðêàõ t-ñòàòèñòèêà èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà t(n− k), òàêæå íàçû-
âàåìîå t-ðàñïðåäåëåíèåì.17 Â ðåçóëüòàòå, íåêîòîðîå âðåìÿ â ëèòåðàòóðå èñïîëüçîâàëèñü ðàçíûå îáîçíà÷åíèÿ

òàêîé òåñòîâîé ñòàòèñòèêè äëÿ ñëó÷àÿ íîðìàëüíûõ îøèáîê è äëÿ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ � êîãäà èñïîëüçóåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêàÿ èíôåðåíöèÿ (â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàëîñü íàçâàíèå z-ñòàòèñòèêà, ïîñêîëüêó Z � òèïè÷-

íîå îáîçíà÷åíèå ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû). Íàèáîëåå ÷àñòî íà ïðàêòèêå t-ñòàòèñòèêè

èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î çíà÷èìîñòè îïðåäåë¼ííîãî ðåãðåññîðà â ìîäåëè, òî åñòü äëÿ òåñòè-

ðîâàíèÿ H0 : βj = 0.

Äàëåå ðàññìîòðèì òðè êëàññè÷åñêèõ òåñòà, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç ñ ëè-

íåéíûìè íåëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Âñå òðè èç íèõ � òåñò Âàëüäà, òåñò îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (àí-

ãë.: likelihood ratio, LR) è òåñò ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (àíãë.: Lagrange multiplier, LM) èìåþò îäèíàêîâîå

àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå òåñòîâîé ñòàòèñòèêè ïðè H0, íî ìîãóò èìåòü ðàçíóþ ìîùíîñòü â êîíå÷íûõ

âûáîðêàõ.

Ëåììà 5.9. ÌÍÊ-îöåíêà â ìîäåëè ñ îãðàíè÷åíèÿìè.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ìîäåëü ñ k ðåãðåññîðàìè â ïðåäïîëîæåíèÿõ ÃÌ1-ÃÌ3 è íåêîððåëèðîâàííîñòè

îøèáîê ñ ðåãðåññîðàìè:

Y = Xβ0 + u.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àïðèîðíî èçâåñòíî, ÷òî ïîïóëÿöèîííûé ïàðàìåòð β óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ

âèäà Rβ = r, ãäå R � q×k ìàòðèöà ðàíãà q. Òîãäà ÌÍÊ-îöåíêà îãðàíè÷åííîé ìîäåëè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

β̂R = β̂ − (X⊤X)−1R⊤[︁R(X⊤X)−1R⊤]︁−1(︁
Rβ̂ − r

)︁
.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà:

L(β, λ) = (Y −Xβ)⊤(Y −Xβ) + 2λ⊤(Rβ − r).

Óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

∂L
∂β

= −2X⊤(Y −Xβ̂R) + 2R⊤λR = 0⇒ X⊤Xβ̂R = X⊤Y −R⊤λR.

Óìíîæàÿ íà (X⊤X)−1, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ îöåíêè:

β̂R = β̂ − (X⊤X)−1R⊤λR. (45)

Äëÿ íàéäåííîé îöåíêè òàêæå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ îãðàíè÷åíèå Rβ̂R = r:

Rβ̂ −R(X⊤X)−1R⊤λR = r ⇒ λ̂R =
[︁
R(X⊤X)−1R⊤]︁−1

(Rβ̂ − r). (46)

17Ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò (44), ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñõîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà
ñòåïåíè ñâîáîäû.

48



Ïîäñòàâëÿåì (46) îáðàòíî â (45):

β̂R = β̂ − (X⊤X)−1R⊤[︁R(X⊤X)−1R⊤]︁−1
(Rβ̂ − r). (47)

Àíàëîãè÷íóþ îöåíêó ìîæíî ïîëó÷èòü, êîãäà îãðàíè÷åíèÿ çàäàþòñÿ íåëèíåéíîé ãëàäêîé ôóíêöèåé g(β) =

r, ãäå g : Rk → Rq; â ýòîì ñëó÷àå β̂R = β̂−(X⊤X)−1G⊤[︁G(X⊤X)−1G⊤]︁−1(︁
g(β̂)−r

)︁
+op(n

−1/2), ãäå G � ÿêîáèàí

ôóíêöèè g, âçÿòûé â òî÷êå β̂, êîòîðûé äëÿ îáðàòèìîñòè G(X⊤X)−1G⊤ äîëæåí èìåòü ïîëíûé ðàíã. □

Òåîðåìà 5.10. (Òðè àñèìïòîòè÷åñêèõ òåñòà äëÿ ëèíåéíûõ ìîäåëåé). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ëè-

íåéíàÿ ìîäåëü ñ k-ìåðíûì âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ β:

Y = Xβ + ε. (48)

Äëÿ ìîäåëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ÃÌ1-ÃÌ3, ÃÌ5 è îøèáêè íå êîððåëèðóþò ñ ðåãðåññîðàìè. Òàêæå

çàäàíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå β ôóíêöèÿ g : Rk → Rq. Äëÿ òåñòà íóëåâîé ãèïîòåçû H0 :

g(β) = 0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 : g(β) ̸= 0, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñòàòèñòèêè, èìåþùèå ïðè

H0 àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå χ
2(q):

� Ñòàòèñòèêà Âàëüäà:

W = g(β̂)⊤
[︂
G(β̂)ˆ︁V(β̂)G(β̂)⊤]︂−1

g(β̂),

ãäå G(β) = ∂g(β)
∂β⊤ � ìàòðèöà ßêîáè ôóíêöèè îãðàíè÷åíèé, êîòîðàÿ äëÿ êîððåêòíîé ðàáîòû òåñòà

äîëæíà áûòü íåâûðîæäåííîé. Òàêæå, β̂ � ýòî ÌÍÊ-îöåíêà β, V̂(β̂) � ñòàíäàðòíàÿ îöåíêà å¼ äèñ-

ïåðñèè. Ïðè ãåòåðîñêåäàñòè÷íûõ îøèáêàõ òåñò òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü, ïðèìåíÿÿ â êà÷åñòâå

V̂(β̂) îöåíêó Óàéòà.

� Ñòàòèñòèêà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ:

LR = 2
(︁
ℓ(β̂)− ℓ(β̂R)

)︁
= n ln

SSR(β̂R)

SSR(β̂)
,

ãäå ℓ � (êâàçè)-ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè, β̂ � îöåíêà ÌÍÊ, à β̂R � ÌÍÊ-îöåíêà

β â ïðåäïîëîæåíèè H0. Òàêæå, SSR(·) � ñóììà êâàäðàòîâ îñòàòêîâ â ìîäåëè, êàê ôóíêöèÿ îò èñ-

ïîëüçóåìîé îöåíêè.

� Ñòàòèñòèêà LM-òåñòà â ñëó÷àå, êîãäà íàáîð ðåãðåññîðîâ X ñîäåðæèò êîíñòàíòó, è îãðàíè÷åíèå

g(β) = 0 íå ìåøàåò óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè îñòàòêîâ ê êîíñòàíòå:

LM = S(β̂R)
⊤In(β̂R)

−1S(β̂R) = nR2
a,

ãäå S � (êâàçè)-ñêîð-ôóíêöèÿ; In � èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà äëÿ ïàðàìåòðà β óñëîâíî ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì X, R2
a � êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè âî âñïîìîãàòåëüíîé ðåãðåññèè ÌÍÊ-îñòàòêîâ ìîäåëè (48),

îöåí¼ííîé â ïðåäïîëîæåíèè H0, íà ðåãðåññîðû X.

Êðèòåðèé, âûáèðàþùèé H1 â ñëó÷àå, êîãäà òåñòîâàÿ ñòàòèñòèêà ïðåâûøàåò êâàíòèëü óðîâíÿ 1 − α
äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ χ2(q), èìååò àñèìïòîòè÷åñêèé óðîâåíü çíà÷èìîñòè, ðàâíûé α.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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� Áîëüøèå çíà÷åíèÿ g(β̂) ñâèäåòåëüñòâóþò ïðîòèâ H0, íî òðåáóåòñÿ ó÷¼ò íåîäíîðîäíîñòè ðàññòîÿíèÿ,

ñâÿçàííîãî ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé ýòîé ñòàòèñòèêè. Òåñò Âàëüäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàíäàðòèçî-

âàííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îò g(β̂). Èñïîëüçóåì àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü ÌÍÊ-îöåíîê:

√
n(β̂ − β) d−→ N (0k,Σ),

ãäå Σ � àñèìïòîòè÷åñêàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, ˆ︁V(β̂) � å¼ ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà.
Ïðèìåíÿÿ äåëüòà-ìåòîä ñ ôóíêöèåé g(β), ïîëó÷àåì

√
n
(︁
g(β̂)− g(β)

)︁ d−→ N
(︁
0q, G(β)ΣG(β)

⊤)︁.
Äàëåå, èñïîëüçóåì íåâûðîæäåííîñòü G(β) äëÿ ïîñòðîåíèÿ

(︁
G(β)ΣG(β)⊤

)︁−1/2
è ñòàíäàðòèçàöèè:

(︁
G(β)ΣG(β)⊤

)︁−1/2√
n
(︁
g(β̂ − g(β)

)︁ d−→ N (0q, Iq).

Êâàäðàò äëèíû ýòîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ïî îïðåäåëåíèþ èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå χ2(q).

Ïîäñòàâëÿÿ g(β) = 0 ïðè H0 è çàìåíÿÿ G(β) è Σ ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè, ïîëó÷àåì ñòàòèñòèêó

Âàëüäà.

� LR-òåñò èçìåðÿåò ïîòåðþ êà÷åñòâà ïîäãîíêè, âûçâàííóþ óäåðæàíèåì ïàðàìåòðà íà ãèïåðïîâåðõíîñòè

g(β) = 0, ñîîòâåòñòâóþùåé H0. Èñïîëüçóåì ôóíêöèþ êâàçè-ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ìîäåëè ñ íîðìàëüíûìè

îøèáêàìè:

Ln(β, σ
2) =

n∏︂
i=1

fε|X(Yi −XT
i β)fX(xi) =

fX(x)

(2πσ2)n/2
e−

1
2σ2

∑︁n
i=1(Yi−XT

i β)
2

⇒

⇒ ℓn(β, σ
2) = −n

2
lnσ2 − 1

2σ2
SSR(β) + const.

ÎÌÏ-îöåíêîé σ2 â òàêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ σ̂2 = SSR
n ; ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â âûðàæåíèå äëÿ ℓn(β, σ

2),

ïîëó÷àåì

ℓn(β) = −
n

2
lnSSR(β) + const.

LR-ñòàòèñòèêà:

LR = 2
[︂
ℓn(β̂)− ℓn(β̂R)

]︂
= n ln

SSR(β̂R)

SSR(β̂)
. (49)

Èñïîëüçóÿ ln(1 + z) = z + o(z) äëÿ z = SSR(β̂R)−SSR(β̂)

SSR(β̂)
, ïîëó÷àåì ïðè H0

LR = n
SSR(β̂R)− SSR(β̂)

SSR(β̂)
+ op(1).

18 (50)

Ïîñêîëüêó SSR(β) êâàäðàòè÷íà ïî β, ðàçëîæåíèå Òåéëîðà âîêðóã ˆ︁β òî÷íî:

SSR(β) = SSR(β̂) + (β − β̂)⊤X⊤X(β − β̂),

18Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè H0 âûïîëíÿåòñÿ SSR(β̂R) − SSR(β̂) = Op(1), êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó SSR(β̂)
n

p−→ σ2, òî
SSR(β̂R)−SSR(β̂)

SSR(β̂)
= Op(1/n), îòêóäà ñëåäóåò çàÿâëåííûé ïîðÿäîê ìàëîñòè.
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(çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ãðàäèåíòà SSR â β̂). Ïîäñòàâèì β = β̂R è èñïîëüçóåì ñâÿçü ìåæäó

β̂ è β̂R èç (45):

SSR(β̂R)− SSR(β̂) = g(β̂)⊤
[︁
G(β̂)(X⊤X)−1G(β̂)⊤

]︁−1
g(β̂) + op(n

−1/2).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ (ïðè H0) êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò íîðìàëüíîãî âåêòîðà ñ

íóëåâûì ñðåäíèì, à çíà÷èò � îãðàíè÷åíî ïî âåðîÿòíîñòè.19

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (50), ïîëó÷àåì

LR = g(β̂)⊤
[︁
G(β̂)σ̂2(X⊤X)−1G(β̂)⊤

]︁−1
g(β̂) + op(1).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ñîâïàäàåò ñî ñòàòèñòèêîé Âàëüäà (ïðè îöåíêå êîâàðèàöè-

îííîé ìàòðèöû, ïðåäïîëàãàþùåé ãîìîñêåäàñòè÷íîñòü îøèáîê), äëÿ êîòîðîé àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðå-

äåëåíèå χ2(q) áûëî äîêàçàíî ðàíåå.

� LM -òåñò îñíîâàí íà ñëåäóþùåé èäåå: åñëè ìû íàõîäèìñÿ â êâàçèîïòèìàëüíîé òî÷êå β̂R, òî íàñêîëüêî

êðóò ñêëîí ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, óâîäÿùèé íàñ â ñòîðîíó îò îãðàíè÷åíèÿ? Â ëèíåéíîé ìîäåëè

ãðàäèåíò ℓ (ñêîð-ôóíêöèÿ) ïðîïîðöèîíàëåí X⊤ε̂R, ãäå ε̂R � îñòàòêè îãðàíè÷åííîé ìîäåëè. Òåñòîâàÿ

ñòàòèñòèêà ïîêàçûâàåò, çíà÷èìî ëè äàííûé ãðàäèåíò îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ.

Èç óñëîâèé Êàðóøà-Êóíà-Òàêêåðà, S(β̂R) = G(β̂R)
⊤λR, ïîýòîìó LM = λ⊤RG(β̂R)I(β̂R)

−1G(β̂R)
⊤λR.

Ðàñêëàäûâàåì ñêîð-ôóíêöèþ è ôóíêöèþ îãðàíè÷åíèÿ â β̂ îêîëî β̂R:

S(β̂) = S(β̂R) +H(β̂R)(β̂ − β̂R) + op(∥β̂ − β̂R∥)⇒ β̂ − β̂R = −H(β̂R)
−1S(β̂R) + op(∥β̂ − β̂R∥),

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, op(∥β̂ − β̂R∥) = op(n
−1/2).

g(β̂) = g(β̂R) +G(β̂R)(β̂ − β̂R) + op(∥β̂ − β̂R∥) = −G(β̂R)H(β̂R)
−1G(β̂R)

⊤λR + op(n
−1/2),

îòêóäà λR = −
[︁
G(β̂R)H(β̂R)

−1G(β̂R)
⊤]︁−1

g(β̂) + op(n
1/2). Ïîðÿäîê îñòàòêà èçìåíèëñÿ èç-çà óìíîæåíèÿ

íà
[︁
G(β̂R)H(β̂R)

−1G(β̂R)
⊤]︁−1

, ãäå G(β̂R) = O(1), H(β̂R) = ∂2ℓn
∂β∂β⊤ = −X⊤X

σ̂2
R

= O(n), ãäå σ̂2R =
ε̂TRε̂R
n �

ÎÌÏ-îöåíêà äèñïåðñèè îøèáêè â ìîäåëè ñ îãðàíè÷åíèåì. Çàìåíÿÿ −H íà I â âûðàæåíèè äëÿ λR, è

ïîäñòàâëÿÿ åãî â LM , ïîëó÷èì

LM = g(β̂)⊤
[︁
G(β̂R)σ̂

2
R(X

⊤X)−1G(β̂R)
⊤]︁−1

g(β̂) + op(1).

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìà àíàëîãè÷íà ñòàòèñòèêå Âàëüäà � à çíà÷èò ïðè H0 èìååò àñèìïòòîòè÷åñêîå ðàñïðå-

äåëåíèå χ2(q).

Òåïåðü äîêàæåì ðàâåíñòâî LM = nR2
a.

Äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè âûïîëíÿåòñÿ: ε̂R = Y −Xβ̂R, σ̂2R =
ε̂⊤R ε̂R
n , S(β̂R) =

1
σ̂2
R
X⊤ε̂R, I(β̂R)

−1 = σ̂2R(X
⊤X)−1.

Ïîäñòàâëÿåì â âûðàæåíèå äëÿ òåñòîâîé ñòàòèñòèêè:

LM =
1

σ̂2R
ε̂⊤RX(X⊤X)−1X⊤ε̂R =

1

σ̂2R
ε̂⊤RPX ε̂R,

19Ìàòðèöà G(β̂)
(︂

X⊤X
n

)︂−1

G(β̂)⊤ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé â ñèëó óñëîâèÿ ÃÌ3 è ïîëíîòû ðàíãà G(β̂).
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ãäå PX = X(X⊤X)−1X⊤ � ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè íà ñòîëáöû X.

Ïîñêîëüêó ε̂R èìååò íóëåâîå ñðåäíåå, òî ε̂⊤Rε̂R � ýòî SST âñïîìîãàòåëüíîé ðåãðåññèè. Òàê êàêX ñîäåðæèò

êîíñòàíòó, òî PX ε̂R òàêæå èìååò íóëåâîå ñðåäíåå, è òîãäà ε̂⊤RPX ε̂R ñîîòâåòñòâóåò SSE. Êîýôôèöèåíò

äåòåðìèíàöèè:

R2
a =

ε̂⊤RPX ε̂R

ε̂⊤Rε̂R
=
ε̂⊤RPX ε̂R
nσ̂2R

⇒ LM =
ε̂⊤RPX ε̂R
σ̂2R

= nR2
a.
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6 Îöåíêà ýôôåêòîâ âîçäåéñòâèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

6.1 Ââåäåíèå

Ýìïèðè÷åñêèé îïûò ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé ïîêàçûâàåò, ÷òî â çàäà÷àõ ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçíûõ ìîäåëåé

êëàññè÷åñêèå ëèíåéíûå ìîäåëè ïî÷òè âñåãäà óñòóïàþò àëãîðèòìàì ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ (ñëó÷àéíûå ëåñà,

ãðàäèåíòíûé áóñòèíã, íåéðîííûå ñåòè), ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå ãîòîâû æåðòâîâàòü èíòåðïðåòèðóåìîñòüþ è

íåñìåùåííîñòüþ ðàäè ìèíèìèçàöèè îáùåé îøèáêè ïðîãíîçà. Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû òàêæå ïåññèìèñòè÷-

íû: òåîðåìà Ãàóññà-Ìàðêîâà ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ îêàçàëàñü íàèëó÷øåé

íåñìåù¼ííîé ìîäåëüþ äëÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé, èññëåäîâàòåëþ íóæíî êàê-òî óãàäàòü ïðàâèëüíóþ ôîð-

ìó ðåãðåññèîííîé ôóíêöèè â ôóíäàìåíòàëüíî íåëèíåéíîì ìèðå, ïîëíîì ïîðîãîâûõ ýôôåêòîâ è ñëîæíûõ

âçàèìîäåéñòâèé � è äàæå â ñëó÷àå óñïåõà, ìåòîäû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ ëó÷øå ïî êà÷åñòâó

ïðîãíîçà çà ñ÷¼ò áîëåå óäà÷íîãî êîìïðîìèññà ìåæäó ñìåùåíèåì è äèñïåðñèåé.

Îäíàêî â àíàëèçå äàííûõ, èñïîëüçóåìîì â îáùåñòâåííûõ íàóêàõ (ýêîíîìèêå, ñîöèîëîãèè è äð.) ëèíåéíàÿ

ìîäåëü îñòà¼òñÿ íåçàìåíèìûì è äîìèíèðóþùèì èíñòðóìåíòîì äëÿ äðóãîãî òèïà çàäà÷ � îöåíêè ïðè÷èííî-

ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé ñ èñïîëüçîâàíèåì íåýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Ðàíåå ìû ðàññìàòðèâàëè ïîñòàíîâêó çàäà÷è îöåíêè ñðåäíåãî ýôôåêòà âîçäåéñòâèÿ (ATE) è å¼ ðåøå-

íèå ïðè ïîìîùè ðàíäîìèçèðîâàííûõ êîíòðîëèðóåìûõ èñïûòàíèé (A/B òåñòîâ). Ëèíåéíûå ìîäåëè ìîæíî

ïðèìåíÿòü è ïðè îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ A/B òåñòèðîâàíèÿ, îäíàêî îñíîâíàÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òî A/B òåñòû äîðîãè, à äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ îíè ìîãóò áûòü ïîëíîñòüþ íåäîñòóïíûìè. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ

èññëåäîâàòåëü âûíóæäåí ðàáîòàòü ñ íåýêñïåðèìåíòàëüíûìè (àíãë.: observational) äàííûìè, ãäå ïåðåìåííàÿ

âîçäåéñòâèÿ D ïî÷òè âñåãäà ýíäîãåííà: ëþäè ñàìè âûáèðàþò ëå÷åíèå, êîìïàíèè ñàìè âûáèðàþò ñòðàòåãèè �

ïîýòîìó îïðåäåëÿÿ èñêîìûé ïàðàìåòð θ, êàê ñðåäíèé ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ D íà Y â ãèïîòåòè÷åñêîì ðàíäîìè-

çèðîâàííîì ýêñïåðèìåíòå, ìû ïîëó÷àåì ñèòóàöèþ, êîãäà â ïàðíîé ðåãðåññèè D ïî÷òè âñåãäà êîððåëèðîâàíà

ñ íåíàáëþäàåìûìè ôàêòîðàìè â îøèáêå ε.

Ïðèìåð 6.1. Ïîêàæèòå, ÷òî â ïðèìåðå 2.1 ÌÍÊ-îöåíêà ïàðàìåòðà θ â ìîäåëè (51) ðàâíà ðàçíîñòè ñðåäíèõ

ïîêàçàòåëåé çäîðîâüÿ â ïîäâûáîðêàõ ïîäâåðãøèõñÿ è íå ïîäâåðãøèõñÿ ãîñïèòàëèçàöèè ðåñïîíäåíòîâ � à

ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ñìåù¼ííîé îöåíêîé ATE.

Yi = β0 + θDi + εi. (51)

Òåì íå ìåíåå, â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ëèíåéíûå ìîäåëè ïðåäîñòàâëÿþò èññëåäîâàòåëþ ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ

äëÿ îöåíêè ýôôåêòîâ âîçäåéñòâèÿ, ãëàâíûìè èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êîíòðîëüíûõ è èíñòðóìåí-

òàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Â ïåðâîì ïîäõîäå â ëèíåéíóþ ìîäåëü òèïà (51) äîáàâëÿþòñÿ (êîíòðîëüíûå) ïåðåìåííûå X, îòðàæàþùèå

ñèñòåìàòè÷åñêîå ðàçëè÷èå ìåæäó îáúåêòàìè, ïîäâåðãíóòûìè è íå ïîäâåðãíóòûìè âîçäåéñòâèþ. Â èäåàëå,

íàëè÷èå X â ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ óñëîâíîé íåêîððåëèðîâàííîñòè D è ε̃, äåëàÿ

ÌÍÊ-îöåíêó θ ñîñòîÿòåëüíîé.

Yi = β0 + θDi +X⊤
i β + ε̃i. (52)

Ïðè òàêîì ïîäõîäå ïðîèñõîäèò âàæíîå êîíöåïòóàëüíîå ðàçäåëåíèå êîìïîíåíò ðåãðåññèîííîé ìîäåëè. Êî-

ýôôèöèåíò θ â (52) � ýòî öåëåâîé ïàðàìåòð, ðàäè êîòîðîãî ñîáðàíû äàííûå è äåëàåòñÿ èññëåäîâàíèå, à

êîýôôèöèåíòû β ïðè êîíòðîëüíûõ ïåðåìåííûõ � ýòî òàê íàçûâàåìûìå ìåøàþùèå ïàðàìåòðû (àíãë.:

nuisance parameters), íå èìåþùèå ñàìîñòîÿòåëüíîé öåííîñòè. Â ïàðàäèãìå ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ âñå ïåðå-

ìåííûå ðàâíîïðàâíû â ñâîåé áîðüáå çà ñíèæåíèå îøèáêè ïðîãíîçà, íî äëÿ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ âûâîäîâ
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ìîæíî ïîæåðòâîâàòü êà÷åñòâîì îöåíêè β, îòâå÷àþùåé çà âíóòðåííèé ìåõàíèçì ñâÿçè ìåæäó X è Y . Áëàãî-

äàðÿ òåîðåìå Ôðèøà-Âó-Ëîâåëëà, îöåíêà θ̂ â ìîäåëè (52) òî÷íî ðàâíà îöåíêå â ïàðíîé ðåãðåññèè Y íà D, ãäå

èç îáåèõ ïåðåìåííûõ ïðåäâàðèòåëüíî óäàëèëè (àíãë.: partialled out) èõ ëèíåéíûå ïðîåêöèè íà X; òàêèì îá-

ðàçîì, ðîëü X çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîëíîñòüþ îáúÿñíÿòü ÷àñòü D, êîððåëèðóþùóþ ñ îøèáêîé ìîäåëè

ε̃.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ñ ãîñïèòàëèçàöèåé, ïðè÷èíîé ñìåù¼ííîñòè �íàèâíîé� îöåíêè ATE ÿâëÿëîñü

ñèñòåìàòè÷åñêîå ðàçëè÷èå ìåæäó èñõîäíûì ïîêàçàòåëåì çäîðîâüÿ ëþäåé â äâóõ ãðóïïàõ � ïîýòîìó â êà-

÷åñòâå êîíòðîëüíûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü øèðîêèé íàáîð ïîêàçàòåëåé çäîðîâüÿ, ñâè-

äåòåëüñòâóþùèõ î íåîáõîäèìîñòè ãîñïèòàëèçàöèè ïàöèåíòà, à òàêæå íàáîð ñîöèàëüíî-äåìîãðàôè÷åñêèõ è

ëîãèñòè÷åñêèõ ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âðà÷ ðåøèò îñòàâèòü ïàöèåíòà â áîëüíèöå,

èëè ÷òî ïàöèåíò ñàì ýòîãî ïîòðåáóåò. Òàêèì îáðàçîì, ñîñòàâíîé ÷àñòüþ çàäà÷è îöåíêè ýôôåêòà âîçäåéñòâèÿ

ñòàíîâèòñÿ ïîñòðîåíèå è îöåíêà ïðîãíîçíîé ìîäåëè óæå äëÿ ïåðåìåííîé D. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ïîäîáíûõ

ìåòîäîâ áûëè ðàçðàáîòàíû â 2010õ ãîäàõ (äâîéíîå LASSO, äâîéíîå ìàøèííîå îáó÷åíèå) è ïðåäñòàâëåíû â

ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.

Äðóãîé ïîäõîä ê îöåíêå ýôôåêòîâ âîçäåéñòâèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå (èíñòðóìåíòàëüíûõ) ïåðåìåííûõ Z,

çàâåäîìî íåêîððåëèðîâàííûõ ñ îøèáêàìè ìîäåëè, ýôôåêò êîòîðûõ íà ïåðåìåííóþ Y ïðîèñõîäèò îïîñðåäî-

âàííî ñ ó÷àñòèåì ïåðåìåííîé D. Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå âîçìîæíûé âàðèàíò òàêîé ïåðåìåííîé � çàãðóçêà

ïðè¼ìíîãî ïîêîÿ â ÷àñ ïîñòóïëåíèÿ ïàöèåíòà. Ìîæíî àðãóìåíòèðîâàòü, ÷òî ýòîò ïîêàçàòåëü ñëàáî ñâÿçàí ñ

óðîâíåì çäîðîâüÿ êîíêðåòíîãî ïàöèåíòà, è, òàêèì îáðàçîì, äåôèöèò ðåñóðñîâ áîëüíèöû èñïîëüçóåòñÿ êàê

ðàíäîìèçàòîð ïåðåìåííîé âîçäåéñòâèÿ D.

6.2 Ïðîáëåìà âûáîðà ìîäåëè è îøèáî÷íîé ñïåöèôèêàöèè

Ïðîáëåìà âûáîðà ìîäåëè ïðè îöåíêå ýôôåêòîâ âîçäåéñòâèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-

íûõ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå íàáîðà êîíòðîëüíûõ ïåðåìåííûõ X = (1, X1, . . . , Xk) èç îáùåãî ÷èñëà äîñòóïíûõ

äàííûõ, à òàêæå â âûáîðå ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìû çàâèñèìîñòè (â óðîâíÿõ � èëè â ëîãàðèôìàõ, âêëþ÷àåò ëè

ìîäåëü íåëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ïåðåìåííûõ, è ò. ä.). Èìåííî ïðè âûáîðå ìîäåëè íà ïåðâûé ïëàí âû-

õîäèò íåîáõîäèìîñòü íàó÷íîãî ïîíèìàíèÿ àíàëèçèðóåìîé çàäà÷è è ñîâåðøàåòñÿ ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî

èññëåäîâàòåëüñêèõ îøèáîê.

Äî íåäàâíåãî âðåìåíè â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ äîìèíèðîâàë ïðèíöèï, ÷òî �äàííûå äîëæíû ãîâî-

ðèòü ñàìè çà ñåáÿ�. Ýòî ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ íåñêîëüêèõ ìåòîäîëîãèé, îñíîâàííûõ íà ïîñëåäîâàòåëüíîì

ñòàòèñòè÷åñêîì òåñòèðîâàíèè, êîòîðûå äî ñèõ ïîð âñòðå÷àþòñÿ â óñòàðåâøèõ ó÷åáíèêàõ è íàó÷íûõ ðàáîòàõ.

Ìîæíî âûäåëèòü òðè êëþ÷åâûõ ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ òàêèì ïîäõîäîì:

� Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ âûáîðà ìîäåëè áåç ÷¼òêîãî ïîíèìàíèÿ ðàçëè÷èé ìåæäó ïðîãíîçíîé è ïðè÷èííî-

ñëåäñòâåííîé ìåòîäîëîãèåé àíàëèçà;

� Íàêîïëåíèå îøèáêè ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì òåñòèðîâàíèè è âîëþíòàðèñòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ðåçóëü-

òàòîâ òåñòîâ. Òàê, ñëîæèâøóþñÿ â êîíöå 20ãî âåêà ïðàêòèêó Ý. Ëèìåð îïèñûâàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:20

¾Èñêóññòâî ïðèêëàäíîãî àíàëèçà ïðàêòèêóåòñÿ çà êîìïüþòåðíûì òåðìèíàëîì è ïðåäïîëàãàåò ïîäãîíêó

ìíîæåñòâà, èíîãäà òûñÿ÷ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Îäíà èëè íåñêîëüêî ìîäåëåé, êîòîðûå èññëåäîâàòåëü

íàõîäèò óäîâëåòâîðèòåëüíûìè, îòáèðàþòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ¿.

� Ïðîáëåìà íåðàâíîìåðíîé èíôåðåíöèè, îáíàðóæåííàÿ â 2003-2005 ãîäàõ â ðàáîòàõ Õ. Ëèáà è Á.

Ïîò÷åðà, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â òîì, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå îöåíîê öåëåâûõ ïàðàìåòðîâ, ïî-

20Leamer, E. E. (1983). �Let's Take the Con Out of Econometrics�. The American Economic Review, 73(1), p. 31�43.
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ëó÷àåìîå â ìîäåëè, âûáðàííîé ñ ïîìîùüþ òåñòîâ èëè èíôîðìàöèîííûõ êðèòåðèåâ, çàâèñèò îò èñòèííûõ

ïàðàìåòðîâ ìîäåëè è íå ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî. Â òàêîé ñèòóàöèè èññëåäîâàòåëü ìîæåò

ïîëó÷èòü òî÷å÷íóþ îöåíêó èíòåðåñóþùåé åãî âåëè÷èíû, íî ëþáîé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë èëè ñòà-

òèñòè÷åñêèé òåñò ñòàíîâÿòñÿ íåíàä¼æíûìè, è ìîãóò èìåòü õàðàêòåðèñòèêè, ñèëüíî îòëè÷àþùèåñÿ îò

ðàñ÷¼òíûõ.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ïîäõîäû ê âûáîðó ìîäåëè â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ëèøü ñ öåëüþ îáùåãî îçíàêîìëåíèÿ

ñ èñòîðèåé ïðîá è îøèáîê, ñîïðîâîæäàâøèõ ðàçâèòèå ýìïèðè÷åñêîé ìåòîäîëîãèè.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Àëãîðèòì forward selection: âûáîð ìîäåëè íà÷èíàåòñÿ ñ ïóñòîãî íàáîðà êîíòðîëüíûõ

ïåðåìåííûõ, ê êîòîðîìó ïî-î÷åðåäè äîáàâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå ñ íàèìåíüøèì p-çíà÷åíèåì (íàèáîëüøèìè ïî

ìîäóëþ t-ñòàòèñòèêàìè). Îñòàíîâêà àëãîðèòìà ïðîèñõîäèò, êîãäà î÷åðåäíàÿ äîáàâëÿåìàÿ ïåðåìåííàÿ îêàçû-

âàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçíà÷èìîé.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Àëãîðèòì backward elimination: èç ìîäåëè ñ ìàêñèìàëüíûì íàáîðîì êîíòðîëüíûõ ïåðå-

ìåííûõ ïî îäíîé óäàëÿþòñÿ èìåþùèå íàèáîëüøåå p-çíà÷åíèå. Èíîãäà âñòðå÷àåòñÿ ðàçíîâèäíîñòü, â êîòîðîé

óäàëåíèå ãðóïïû ïåðåìåííûõ ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðîâåðêîé èõ ñîâìåñòíîé çíà÷èìîñòè ñ ïîìîùüþ F -òåñòîâ.

Êðèòåðèé îñòàíîâêè àëãîðèòìà àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ.

Ýòè ïðîöåäóðû ïî ñâîåé ñóòè ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìàìè âûáîðà ïðîãíîçíîé ìîäåëè äëÿ çàâèñèìîé ïåðåìåí-

íîé Y , è íèêàêèì îáðàçîì íå íàïðàâëåíû íà ðåøåíèå çàäà÷è îðòîãîíàëèçàöèè ïåðåìåííîé âîçäåéñòâèÿ D è

îøèáîê ìîäåëè. Ïîìèìî ïðî÷èõ ïðîáëåì, òàêèå ìåòîäû ìîãóò ïðèâîäèòü ê èñêëþ÷åíèþ èç ìîäåëè ïåðåìåí-

íûõ, êðèòè÷åñêè âàæíûõ äëÿ óñòðàíåíèÿ ñìåùåíèÿ öåëåâîãî êîýôôèöèåíòà, åñëè îíè ñëàáî ïðåäñêàçûâàþò

Y .

Îïðåäåëåíèå 6.4. Èíôîðìàöèîííûå êðèòåðèè (Àêàèêå, Øâàðöà, Õàííàíà-Êóèííà è äð.) � ýòî ìåòîäû

îöåíêè ïåðåîáó÷åíèÿ ìîäåëåé, îñíîâàííûå íà çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ è øòðàôà çà êîëè÷åñòâî

ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Ïðèìåð 6.5. Êðèòåðèé âûáîðà ëèíåéíîé ìîäåëè, àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé êðèòåðèþ Àêàèêå (AIC)

äëÿ ãàóññîâñêîé ëèíåéíîé ìîäåëè.

Ïóñòü çàäàíà ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè

Y = Xβ + ε, (53)

ãäå Y � âåêòîð îòâåòîâ ðàçìåðà n × 1, X � ïîëíàÿ ìàòðèöà ðåãðåññîðîâ ðàçìåðà n × p, β � âåêòîð êîýôôè-

öèåíòîâ ïîëíîé ìîäåëè, ε � îøèáêè ñî ñâîéñòâàìè E(ε | X) = 0, V(ε | X) = σ2In.

Âåëè÷èíà Xβ � ýòî ëó÷øèé ïðîãíîç, òî åñòü èñòèííîå óñëîâíîå ñðåäíåå. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

íàáîð ðåãðåññîðîâ èçáûòî÷åí, è β ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííûì � òî åñòü, ÷àñòü åãî êîîðäèíàò ðàâíà íóëþ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïîäìîäåëü, òî åñòü ïîäâûáîðêó ðåãðåññîðîâ. Îáîçíà÷èì å¼ ìàòðèöó çàXm; îíà ñîñòîèò

èç k ≤ p ñòîëáöîâ ïîëíîé ìàòðèöû X. Òàêæå îáîçíà÷èì çà bm = (X⊤
mXm)

−1X⊤
mY ÌÍÊ-îöåíêó ïî ýòîé

ïîäìîäåëè.

Íàñ èíòåðåñóåò îæèäàåìàÿ îøèáêà ïðåäñêàçàíèÿ ïîäìîäåëè îòíîñèòåëüíî ïîëíîãî ëó÷øåãî ïðîãíîçà:

Rm = E∥Xβ −Xmbm∥2.

Öåëü � âûáðàòü ïîäìîäåëü m, ìèíèìèçèðóþùóþ ôóíêöèþ ðèñêà Rm.
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Ðåøåíèå. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé äàëåå âñå îïåðàöèè ïðîâîäèì óñëîâíî íà ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ

X. Òàêæå äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàåì ÷òî bm è Xm äîïîëíåíû íóëÿìè äî ðàçìåðíîñòåé β è X ñîîòâåòñòâåííî, è

òîãäà Xbm = Xmbm.

Ââåä¼ì ïðîåêöèîííóþ ìàòðèöóHm = Xm(X
⊤
mXm)

−1X⊤
m. Ïðîåêöèÿ Y èìååò âèäXmbm = HmY = HmXβ+

Hmε.

Ðàçëîæåíèå ðèñêà íà ñìåùåíèå è äèñïåðñèþ:

Rm = E∥Xβ −Xbm∥2 = E ∥(I −Hm)Xβ −Hmε∥2 =

= ∥(I −Hm)Xβ∥2 − 2E
[︂(︁
(I −Hm)Xβ

)︁⊤
Hmε

]︂
+ E

[︂
ε⊤H⊤

mHmε
]︂
. (54)

Âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, ïîòîìó ÷òî E(ε | X) = 0; äëÿ òðåòüåãî ñëàãàåìîãî ïðèìåíÿåì ðàññóæäåíèÿ

àíàëîãè÷íî 10.7:

E
[︂
ε⊤H⊤

mHmε
]︂
= tr(E

[︂
ε⊤Hmε

]︂
) = tr

(︂
HmE[εε⊤]

)︂
= tr

(︁
Hmσ

2In
)︁
= σ2 tr(Hm) = σ2k.

Ïîëó÷èëè êëàññè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðèñêà íà êâàäðàò ñìåùåíèÿ è äèñïåðñèîííóþ ñîñòàâëÿþùóþ

Rm = ∥(I −Hm)Xβ∥2 + σ2k.

Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî β íåèçâåñòåí, ïîýòîìó íàïðÿìóþ âû÷èñëèòü ïîêàçàòåëü ñìåùåíèÿ íåëüçÿ � íî ìîæíî

îöåíèòü ÷åðåç RSS ïîäìîäåëè.

RSSm = ∥Y −Xmbm∥2 = ∥(I −Hm)Xβ + (I −Hm)ε)∥2.

Òàê êàê I −Hm òîæå ñèììåòðè÷íàÿ èäåìïîòåíòíàÿ ìàòðèöà, òî àíàëîãè÷íî (54) ïîëó÷àåì

E(RSSm) = ∥(I −Hm)Xβ∥2 + σ2(n− k).

Îòñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ Rm:

Rm = E(RSSm)− σ2(n− k) + σ2k.

Óïðîùàÿ, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî σ2n íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîäìîäåëè, ïîëó÷àåì, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ Rm ýêâèâà-

ëåíòíà ìèíèìèçàöèè E(RSSm) + 2kσ2.

Çàìåíÿÿ E(RSSm) íà íàáëþäàåìîå RSSm, ïîëó÷àåì êðèòåðèé âûáîðà

min
m

{︁
RSSm + 2kσ2

}︁
⇔ min

m

{︃
RSSm
n

+
2kσ2

n

}︃
.

Ýòî è åñòü èäåÿ AIC: øòðàô çà êàæäûé äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð ðàâåí 2σ
2

n â øêàëå ñðåäíåé êâàäðà-

òè÷íîé îøèáêè, � èíà÷å ãîâîðÿ, èùåòñÿ êîìïðîìèññ ìåæäó òî÷íîñòüþ è ñëîæíîñòüþ âûáèðàåìîé ìîäåëè.

Óïðàæíåíèå. Âû÷èñëèòå E∥β̂ − β∥2, ãäå β̂ � ÌÍÊ-îöåíêà ïî ïîëíîìó íàáîðó X.

Äðóãîé àñïåêò âûáîðà ìîäåëè çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå ñîîòâåòñòâèÿ îöåí¼ííîé ìîäåëè èñïîëüçóåìûì

äàííûì è àäåêâàòíîñòè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 6.6. Ïîñò-îöåíî÷íàÿ äèàãíîñòèêà â ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ � ýòî ñîâîêóïíîñòü ïðîöåäóð, âûïîë-

íÿåìûõ ïîñëå îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, íàïðàâëåííûõ íà ïðîâåðêó âûïîëíåíèÿ ìîäåëüíûõ ïðåäïîëî-
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æåíèé, îöåíêó êà÷åñòâà ïîäãîíêè, âûÿâëåíèå àíîìàëüíûõ è âëèÿòåëüíûõ íàáëþäåíèé è äèàãíîñòèêó îøèáîê

ñïåöèôèêàöèè ìîäåëè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî ýòàï àíàëèçà, íà êîòîðîì ïðîâåðÿåòñÿ, íàñêîëüêî îöåí¼ííàÿ ëèíåé-

íàÿ ìîäåëü àäåêâàòíà äàííûì è ìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü å¼ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäîâ è ïðîãíîçà.

Ïðèìåð 6.7. Òåñò RESET (àíãë.: regression equation speci�cation error test).

Ëîãèêà òåñòà RESET îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåé èäåå: åñëè ìîäåëü ñïåöèôèöèðîâàíà âåðíî, òî íèêàêèå

íåëèíåéíûå ôóíêöèè îò óæå âêëþ÷åííûõ ðåãðåññîðîâ íå äîëæíû îáëàäàòü äîïîëíèòåëüíîé îáúÿñíÿþùåé

ñèëîé. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ Ŷ = Xβ̂, êàê óíèâåðñàëüíûé çàìåíèòåëü

äëÿ âñåé ñèñòåìàòè÷åñêîé ÷àñòè ìîäåëè, è ïðîâåðÿòü, áóäóò ëè íåëèíåéíûå ôóíêöèè îò Ŷ çíà÷èìî îáúÿñíÿòü

îñòàâøóþñÿ ÷àñòü Y .

Àëãîðèòì òåñòà âûãëÿäèò òàê:

� Îöåíèâàåì èñõîäíóþ ìîäåëü Y = Xβ + ε è ñîõðàíÿåì ïðåäñêàçàíèÿ Ŷ ;

� Îöåíèâàåì âñïîìîãàòåëüíóþ ðåãðåññèþ, äîáàâëÿÿ â íåå ñòåïåíè Ŷ (îáû÷íî êâàäðàòû è êóáû):

Y = Xβ + γ1Ŷ
2 + γ2Ŷ

3 + u;

� Ïðîâåðÿåì íóëåâóþ ãèïîòåçó ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî F -òåñòà (èëè àñèìïòîòè÷åñêîãî òåñòà Âàëüäà):

H0 : γ1 = 0 è γ2 = 0.

Åñëè H0 îòâåðãàåòñÿ, òåñò RESET ñèãíàëèçèðóåò î íàëè÷èè îøèáêè ñïåöèôèêàöèè (íåëèíåéíûå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ X çíà÷èìî óëó÷øàþò ïðîãíîç Y ).

Ïðèìåð 6.8. Òåñòû ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè è àâòîêîððåëÿöèè.

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî òåñòîâ äëÿ ïðîâåðêè ñâîéñòâ îøèáîê ìîäåëè. Äîñòàòî÷íî ïðîñòî óñòðî-

åíû òåñòû äëÿ ïðîâåðêè ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè: â îäíîì âàðèàíòå (òåñò Áðîéøà-Ïàãàíà) êâàäðàòû ñòàíäàð-

òèçèðîâàííûõ ÌÍÊ-îñòàòêîâ (ò.å. ïîäåëåííûõ íà σ̂2 = SSR/n) ðåãðåññèðóþòñÿ íà èñõîäíûå ïåðåìåííûå X.

Â äðóãîì âàðèàíòå (òåñò Óàéòà), êâàäðàòû îñòàòêîâ ðåãðåññèðóþòñÿ íà âñå èñõîäíûå ðåãðåññîðû, èõ êâàä-

ðàòû è ïåðåêð¼ñòíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå (ãîìîñêåäàñòè÷íîñòü) â îáîèõ ñëó÷àÿõ âñïîìîãà-

òåëüíûå ðåãðåññèè äîëæíû áûòü íåçíà÷èìûìè; â òåñòå Óàéòà äëÿ ïðîâåðêè H0 èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíûé

LM-òåñò. Åñëè H0 îòâåðãàåòñÿ, òî çàâèñèìîñòü êâàäðàòîâ îñòàòêîâ â âûáîðêå îò èñïîëüçóåìûõ ðåãðåññîðîâ

ñâèäåòåëüñòâóåò îá àíàëîãè÷íîé çàâèñèìîñòè äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êâàäðàòîâ îøèáîê � ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè â ìîäåëè.

Ïðè îöåíêå ëèíåéíûõ ìîäåëåé íà ïàíåëüíûõ äàííûõ è âðåìåííûõ ðÿäàõ òåñòû íà àâòîêîððåëÿöèþ îøèáîê

ïîìîãàþò óòî÷íèòü ñòðóêòóðó îïòèìàëüíîé ìîäåëè. Òåñòèðóåòñÿ ãèïîòåçà H0 : Eεtεt−k = 0; çäåñü îøèáêè

çàèíäåêñèðîâàíû ïàðàìåòðîì t, à k � íîìåð ëàãà. Äëÿ ïðîâåðêèH0 ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåñò Áðîéøà-Ãîäôðè:

â í¼ì îöåíèâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ðåãðåññèÿ

ε̂t = X⊤
t β +

k∑︂
i=j

aj ε̂t−j + ut,

ãäå ε̂t èXt � îñòàòêè è ðåãðåññîðû â îñíîâíîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâåííî; ut � îøèáêè âñïîìîãàòåëüíîé ðåãðåññèè.

Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ âñåõ aj ñ ïîìîùüþ LM-òåñòà. Íàëè÷èå çíà÷èìûõ aj ñâèäåòåëüñòâóåò î

íàëè÷èè àâòîêîððåëÿöèè ó îøèáîê îñíîâíîé ìîäåëè.
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Ïðèìåð 6.9. Òåñòû íà íîðìàëüíîñòü.

Â ðàçäåëå 5.2, ïîñâÿùåííîì òî÷íîìó âûâîäó, óïîìèíàëñü t- è F -ñòàòèñòèêè, êîòîðûå èìåþò ñîîòâåòñòâó-

þùèå ðàñïðåäåëåíèÿ â êîíå÷íûõ âûáîðêàõ òîëüêî ïðè óñëîâèè íîðìàëüíîñòè îøèáîê: ε | X ∼ N (0, σ2I). Ïî

ýòîé ïðè÷èíå â ïðîøëîì áûëà ïîïóëÿðíîé ïðîöåäóðà òåñòèðîâàíèÿ íà íîðìàëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàò-

êîâ ìîäåëè, èìåþùàÿ öåëü �îïðàâäàòü� ïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ñïåöèôè÷åñêèõ äëÿ ìîäåëåé ñ íîðìàëüíûìè

îøèáêàìè.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ïðîâåðêè íîðìàëüíîñòè � òåñò Õàðêå-Áåðà, îñíîâàííûé íà ìîìåíòàõ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò êîýôôèöèåíò ñêîøåííîñòè (àñèììåòðèè) S = 0 è êóðòîçèñ

K = 3 (èëè ýêñöåññ êóðòîçèñà K − 3 = 0). Òåñò ïðîâåðÿåò, íàñêîëüêî âûáîðî÷íûå àñèììåòðèÿ Ŝ è ýêñöåññ K̂

îñòàòêîâ îòêëîíÿþòñÿ îò íîðìàëüíûõ ýòàëîíîâ:

JB =
n

6

(︄
Ŝ2 +

(K̂ − 3)2

4

)︄
.

Ïðè èñòèííîñòè H0 (îøèáêè íîðìàëüíû) ñòàòèñòèêà àñèìïòîòè÷åñêè èìååò ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ

äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû: JB
d−→ χ2(2).

Äëÿ ìàëûõ âûáîðîê òåñò Õàðêå-Áåðà ìîæåò áûòü íåòî÷íûì. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþò òåñòû, ñðàâ-

íèâàþùèå ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòêîâ ñ òåîðåòè÷åñêîé íîðìàëüíîé. Òàê, òåñò Øàïèðî-

Óèëêà îñíîâàí íà êîððåëÿöèè ìåæäó óïîðÿäî÷åííûìè îñòàòêàìè è êâàíòèëÿìè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

è ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ìîùíûõ òåñòîâ äëÿ ïðîâåðêè íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ìàëîì ðàçìåðå

âûáîðêè (n < 50). Òåñò Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà èçìåðÿåò ðàññòîÿíèå â ðàâíîìåðíîé íîðìå ìåæäó ýìïèðè-

÷åñêîé è òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ; ñ íîðìèðîâêîé íà
√
n òàêîå ðàññòîÿíèå ïðè H0 èìååò

èçâåñòíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 6.10. Îøèáî÷íàÿ ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëè � ýòî ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé îöåíèâàåìàÿ ìîäåëü íå

âêëþ÷àåò â ñåáÿ èñòèííûé ìåõàíèçì ãåíåðàöèè äàííûõ. Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ g â óðàâíåíèè îöåíè-

âàåìîé ìîäåëè (55) ïðè ëþáîì θ íå ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé f â (56), ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè, ïîðîäèâøåé

íàáëþäàåìûå äàííûå.

Y = g(X,D, θ) + u, (55)

Y = f(X,D, θ0) + ε. (56)

Òàáëèöà 3: Òèïû îøèáî÷íîé ñïåöèôèêàöèè ìîäåëè è èõ ïîñëåäñòâèÿ

Òèï Ñóòü ïðîáëåìû Ïîñëåäñòâèÿ äëÿ ïðîãíîçíîé

ìîäåëè

Ïîñëåäñòâèÿ äëÿ êàóçàëüíîé

ìîäåëè

Íåâåðíàÿ

ôóíêöèî-

íàëüíàÿ

ôîðìà

Íåâåðíî âûáðàíà

ôóíêöèîíàëüíàÿ ôîðìà ñâÿçè:

ëèíåéíàÿ ñïåöèôèêàöèÿ

âìåñòî íåëèíåéíîé, ïðîïóñê

âçàèìîäåéñòâèé, íåâåðíàÿ

òðàíñôîðìàöèÿ ïåðåìåííûõ

Ñìåùåíèå ïðîãíîçîâ, îñîáåííî

ïðè ýêñòðàïîëÿöèè çà ïðåäåëû

îáëàñòè äàííûõ;

ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà

ïðîãíîçà è óõóäøåíèå

ïðîãíîçíîé òî÷íîñòè âíå

âûáîðêè

Â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå �

ïîíèæåíèå ýôôåêòèâíîñòè

îöåíêè; áîëåå ñåðüåçíûå

ïîñëåäñòâèÿ çàâèñÿò îò

ñïåöèôèêè ìîäåëè è ïðîáëåìû

Ïðîïóñê

ðåëåâàíòíûõ

ïåðåìåííûõ

Â ìîäåëü íå âêëþ÷åíû

ïåðåìåííûå, âëèÿþùèå íà

çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ è

êîððåëèðîâàííûå ñ

ïåðåìåííîé âîçäåéñòâèÿ

Íå ïðèìåíèìî Ñìåù¼ííûå è íåñîñòîÿòåëüíûå

îöåíêè ýôôåêòîâ âîçäåéñòâèÿ
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Òèï

îøèáî÷íîé

ñïåöèôèêà-

öèè

Ñóòü ïðîáëåìû Ïîñëåäñòâèÿ äëÿ ïðîãíîçíîé

ìîäåëè

Ïîñëåäñòâèÿ äëÿ êàóçàëüíîé

ìîäåëè

Âêëþ÷åíèå

íåðåëåâàíò-

íûõ

ïåðåìåííûõ

Â ìîäåëü âêëþ÷åíû

ïåðåìåííûå, íå âëèÿþùèå íà

çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ

Ðîñò äèñïåðñèè ïðîãíîçîâ,

ïåðåîáó÷åíèå � óõóäøåíèå

ïðîãíîçíîé ñïîñîáíîñòè íà

íîâûõ äàííûõ

Ñíèæåíèå ýôôåêòèâíîñòè

îöåíîê

Íåâåðíàÿ ñïå-

öèôèêàöèÿ

îøèáêè

ìîäåëè

Íåâåðíûå ïðåäïîñûëêè îá

îøèáêå:

ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü,

àâòîêîððåëÿöèÿ, íåâåðíîå

ðàñïðåäåëåíèå îøèáîê,

íåó÷ò¼ííàÿ êëàñòåðèçàöèÿ

Íåòî÷íûå ïðîãíîçíûå

èíòåðâàëû (íåäîîöåíêà èëè

ïåðåîöåíêà íåîïðåäåë¼ííîñòè)

Íåòî÷íûå îöåíêè ñòàíäàðòíûõ

îøèáîê (ìîãóò áûòü è

çàíèæåííûìè, è çàâûøåííûìè),

íåâåðíûå äîâåðèòåëüíûå

èíòåðâàëû è òåñòû; ñàìè îöåíêè

îáû÷íî îñòàþòñÿ

ñîñòîÿòåëüíûìè

Îøèáêè

èçìåðåíèÿ

Ïåðåìåííûå èçìåðåíû ñ

îøèáêîé (îøèáêè â çàâèñèìîé

èëè íåçàâèñèìûõ

ïåðåìåííûõ).

Óõóäøåíèå ïðîãíîçíîé òî÷íîñòè Îøèáêà â çàâèñèìîé ïåðåìåííîé

óâåëè÷èâàåò äèñïåðñèþ; îøèáêà

â ðåãðåññîðàõ âåä¼ò ê ñìåùåíèþ

îöåíîê ê íóëþ è

íåñîñòîÿòåëüíîñòè.

Ýíäîãåííîñòü

ðåãðåññîðîâ

Ðåãðåññîðû êîððåëèðîâàíû ñ

îøèáêîé ìîäåëè

(îäíîâðåìåííîñòü, îáðàòíàÿ

ïðè÷èííîñòü, ïðîïóùåííûå

ïåðåìåííûå, îøèáêè

èçìåðåíèÿ).

Íå ïðèìåíèìî Ñìåù¼ííûå è íåñîñòîÿòåëüíûå

îöåíêè ýôôåêòîâ âîçäåéñòâèÿ;

êàóçàëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

íåâîçìîæíà áåç

èäåíòèôèêàöèîííûõ ñòðàòåãèé

Îøèáêà

îòáîðà

âûáîðêè

Âûáîðêà íåðåïðåçåíòàòèâíà

äëÿ ãåíåðàëüíîé

ñîâîêóïíîñòè; îòáîð â

âûáîðêó êîððåëèðóåò ñ

îøèáêîé ìîäåëè

Ñìåùåíèå ïðîãíîçîâ ïðè

ïåðåíîñå íà ãåíåðàëüíóþ

ñîâîêóïíîñòü; ïëîõàÿ

ãåíåðàëèçàöèÿ íà öåëåâóþ

ïîïóëÿöèþ

Ñìåù¼ííûå è íåñîñòîÿòåëüíûå

îöåíêè êàóçàëüíûõ ýôôåêòîâ,

íåîáõîäèìà êîððåêöèÿ

Íåâåðíàÿ ñïå-

öèôèêàöèÿ

äèíàìèêè

âðåìåííûõ

ðÿäîâ

Íåâåðíî ñïåöèôèöèðîâàíà

âðåìåííàÿ äèíàìèêà:

íåâåðíûé ïîðÿäîê ëàãîâ,

íåó÷ò¼ííàÿ íåñòàöèîíàðíîñòü,

åäèíè÷íûå êîðíè,

ñòðóêòóðíûå ñäâèãè

Óõóäøåíèå ïðîãíîçíîé òî÷íîñòè Ëîæíûå êàóçàëüíûå âûâîäû:

ìíèìàÿ ðåãðåññèÿ (íàïðèìåð,

ïåðåìåííûå, èìåþùèå òðåíä,

ìîãóò êàçàòñÿ çàâèñèìûìè äðóã

îò äðóãà); ñìåù¼ííûå îöåíêè

äèíàìè÷åñêèõ ýôôåêòîâ

Äàëåå ðàññìîòðåíû íåñêîëüêî ñèòóàöèé, â êîòîðîé îøèáî÷íàÿ ñïåöèôèêàöèÿ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ìî-

äåëè ìîæåò ïðèâåñòè ê íåêîððåêòíûì îöåíêàì.

Ïðèìåð 6.11. Íåêîòîðûå âîçìîæíûå îøèáêè ïðè îöåíêå ýôôåêòà îáðàçîâàíèÿ D íà çàðïëàòó Y . Áàçîâàÿ

ìîäåëü, ðàññìàòðèâàåìàÿ äàëåå � ýòî ïàðíàÿ ðåãðåññèÿ Y íà D.

� Îòñóòñòâèå â ìîäåëè êîíòðîëÿ íà óðîâåíü äîõîäà ðîäèòåëåé � ïðèìåð ïðîïóñêà ðåëåâàíòíîé ïåðåìåí-

íîé. Ñîöèàëüíûé êàïèòàë è ñâÿçè ñóùåñòâåííî îïðåäåëÿþò äîñòóï ê êà÷åñòâåííîìó øêîëüíîìó îáðà-

çîâàíèþ, ðåïåòèòîðàì è ïðåñòèæíûì âóçàì. Â òî æå âðåìÿ äåòè èç îáåñïå÷åííûõ ñåìåé ÷àñòî èìåþò

ëó÷øèé ñòàðò íà ðûíêå òðóäà áëàãîäàðÿ ñâÿçÿì ðîäèòåëåé èëè íàñëåäñòâó. Ïðîïóñê ýòîãî ôàêòîðà

ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ýôôåêò îáðàçîâàíèÿ ñìåøàåòñÿ ñ ýôôåêòîì ñåìåéíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ.

� Èñïîëüçîâàíèå â òîé æå ìîäåëè êîíòðîëÿ òåêóùåé äîëæíîñòè � ïðèìåð îøèáêè ôóíêöèîíàëüíîé ôîð-

ìû ìîäåëè. Îáðàçîâàíèå âëèÿåò íà çàðïëàòó, â òîì ÷èñëå ÷åðåç äîëæíîñòü. Êîíòðîëèðóÿ å¼, ìû èçìå-
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ðÿåì ëèøü ïðÿìîé ýôôåêò îáðàçîâàíèÿ, èãíîðèðóÿ êîñâåííûé � òàêèì îáðàçîì èñêëþ÷àÿ èç îöåíêè

÷àñòü èñòèííîãî ýôôåêòà.

� Èñïîëüçîâàíèå â òîé æå ìîäåëè êîíòðîëÿ òåêóùåãî ñòàòóñà çàíÿòîñòè S, âåðîÿòíî, ïðèâåä¼ò ê çàíè-

æåíèþ îöåíèâàåìîãî ýôôåêòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà çàðïëàòó âëèÿþò îáðàçîâàíèå D è ìîòèâàöèÿ X

ðàáîòíèêà, à íàëè÷èå ðàáîòû S � áèíàðíàÿ ïåðåìåííàÿ, çàâèñÿùàÿ (ïîëîæèòåëüíî) îò îáðàçîâàíèÿ è

óäîâëåòâîð¼ííîñòè ïðåäëàãàåìîé çàðïëàòîé Y . Óïðîù¼ííî, ïóñòü êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ áèíàðíà (0

ñîîòâåòñòâóåò �íèçêîìó� çíà÷åíèþ, 1 � �âûñîêîìó�), à òàêæå Y = D ∨ X è S = D ∨ Y . Òîãäà ìîæíî

çàìåòèòü, ÷òî S = D∨ (D∨X) = Y , è â ðåãðåññèè Y íà D è S ìû ïîëó÷èì îöåíêè 0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî

(S èäåàëüíî îáúÿñíÿåò Y ) � ïðè òîì, ÷òî çàâèñèìîñòü ìåæäó Y è D â ïîïóëÿöèè ïîëîæèòåëüíà.

Òàêîé âèä îøèáî÷íîé ñïåöèôèêàöèè íàçûâàåòñÿ ñìåùåíèåì èç-çà âêëþ÷åíèÿ êîëëàéäåðà, ñì. òàêæå

7.1.

� Îöåíêà ìîäåëè òîëüêî ïî ïîäâûáîðêå ðàáîòàþùèõ ïðèâåä¼ò ê çàíèæåíèþ ýôôåêòà èç-çà ñìåù¼ííîé

âûáîðêè. Ýòîò âèä îøèáêè ñïåöèôèêàöèè èíîãäà òàêæå ñâÿçûâàþò ñî ñìåùåíèåì èç-çà âêëþ÷åíèÿ

êîëëàéäåðà.

Ïðîäîëæàÿ ïðåäûäóùèé ïðèìåð ñ áèíàðíûìè ïîêàçàòåëÿìè, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî èç 4 âîçìîæíûõ

ñî÷åòàíèé D è Y , â ïîäâûáîðêå ðàáîòàþùèõ îòñóòñòâóþò íàáëþäåíèÿ ñ D = 0, Y = 0. Çàâèñèìîñòü

ìåæäó Y è D íà òàêîì íàáîðå äàííûõ íå ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíîé.

6.3 Ïðîáëåìà íåðàâíîìåðíîé èíôåðåíöèè

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó âûáîðà ìîäåëè íà îñíîâå àëãîðèòìà backward elimination.

Ïðèìåð 6.12. Èññëåäîâàòåëü îöåíèâàåò ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ D íà Y è ñîìíåâàåòñÿ â íåîáõîäèìîñòè èñ-

ïîëüçîâàíèÿ êîíòðîëüíîé ïåðåìåííîé X � òî åñòü, âûáîð ïðîèñõîäèò ìåæäó ¾êîðîòêîé¿ ìîäåëüþ ïðîñòîé

ðåãðåññèè Y íà D è ¾äëèííîé¿ ìîäåëüþ ðåãðåññèè Y íà D è X.

Yi = θLDi + βgXi + ui, ¾äëèííàÿ¿ ìîäåëü, L, (57)

Yi = θSDi + vi ¾êîðîòêàÿ¿ ìîäåëü, S. (58)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â äëèííîé ìîäåëè óñëîâèÿ ýêçîãåííîñòè D îáåñïå÷åíû. Òåì íå ìåíåå, åñëè â ïîïóëÿ-

öèè βg = 0, òî êîðîòêàÿ ìîäåëü áîëåå ýôôåêòèâíà. Äëÿ îöåíêè èñïîëüçóåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà ðàçìåðîì

n.

Ìîäåëè (57) è (58) ÿâëÿþòñÿ âëîæåííûìè; âûáîð ìåæäó íèìè ìîæåò áûòü îñíîâàí íà çíà÷åíèè t-

ñòàòèñòèêè êîýôôèöèåíòà ïðè X â äëèííîé ìîäåëè â ñðàâíåíèè ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì cn:

|t| = |β̂g|ˆ︂s.e.(β̂g) , âûáèðàåì S ïðè |t| ≤ cn. (59)

Çäåñü β̂g � ÌÍÊ-îöåíêà êîýôôèöèåíòà ïðè X â (57), ˆ︂s.e.(β̂g) � ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà å¼ ñòàíäàðòíîãî îòêëî-
íåíèÿ. Çíà÷åíèÿ cn ìîæíî âçÿòü çàâèñÿùèìè îò ðàçìåðà âûáîðêè äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîöåäóðà âûáîðà áûëà

ñîñòîÿòåëüíîé (âåðîÿòíîñòü âûáîðà �ïðàâèëüíîé� ìîäåëè ñòðåìèòñÿ ê 1 ñ ðîñòîì n). Èíòåðåñíî çàìåòèòü,

÷òî âûáîð ìåæäó (57) è (58), îñíîâàííûé íà ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè èíôîðìàöèîííîãî êðèòåðèÿ Øâàðöà,

ýêâèâàëåíòåí èñïîëüçîâàíèþ cn =
√
log n.
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Â ñëó÷àå, êîãäà |t| > cn, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî βg çíà÷èìî îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ, è âûáèðàåì â êà÷åñòâå îöåíêè

ýôôåêòà âîçäåéñòâèÿ D íà Y ÌÍÊ-îöåíêó θL â (57), à ïðè |t| ⩽ cn â êà÷åñòâå îöåíêè èñïîëüçóåì ÌÍÊ-îöåíêó

θS â (58), òî åñòü èòîãîâàÿ îöåíêà öåëåâîãî ïàðàìåòðà θ (ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ D íà Y ) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

θ̂ = θ̂S1{|t| ≤ cn}+ θ̂L1{|t| ≥ cn}.

Ïîòðåáóåì cn → ∞, cn = o(
√
n) è ïîêàæåì ñîñòîÿòåëüíîñòü âûáîðà, èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêóþ íîð-

ìàëüíîñòü ÌÍÊ-îöåíîê:

√
n(β̂g − βg)

d−−−→
n→∞

N (0, σ2β), P(|t| ≤ cn) = P

(︄
−cn ≤

β̂gˆ︃s.e.(β̂g) ≤ cn
)︄

=

= P

(︄
−cn−

√
n
βg
σβ
≤ β̂g

σβ√
n
+ op(1/

√
n)
−
√
n
βg
σβ
≤ cn−

√
n
βg
σβ

)︄
= Φ

(︃
cn −

√
n
βg
σβ

)︃
−Φ

(︃
−cn −

√
n
βg
σβ

)︃
+o(1), (60)

ãäå σ2β � àñèìïòîòè÷åñêàÿ äèñïåðñèÿ β̂g, à Φ(·) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû.

Ïðè βg = 0 ïðàâàÿ ÷àñòü (60) ñõîäèòñÿ ê Φ(+∞)− Φ(−∞) = 1; ïðè βg ̸= 0 ýòî æå âûðàæåíèå ñõîäèòñÿ ê

0.

Â ðàáîòå Õ. Ëèáà è Á. Ïîò÷åðà21 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ áåçàëüòåðíàòèâíûì èñïîëüçîâàíèåì

äëèííîé ìîäåëè, ïðåäëîæåííàÿ ïðîöåäóðà âûáîðà ìåæäó (57) è (58) ïðèâîäèò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ê ðîñòó

òî÷íîñòè ïðîãíîçà Y è óìåíüøåíèþ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè îöåíêè θ � â ýòîì ñìûñëå âûáîð ìîäåëè

ðàáîòàåò êàê èíñòðóìåíò ðåãóëÿðèçàöèè, ñæèìàÿ îöåíêó äî íóëÿ òàì, ãäå ñèãíàë ñëàáûé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

âûáîð ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå θ̂ ñòàíîâèòñÿ êðàéíå ÷óâñòâèòåëüíûì ê òîìó, íàñêîëüêî çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà βg áëèçêî ê ãðàíèöå èñêëþ÷åíèÿ (ê íóëþ). Ýòîò ðåçóëüòàò âèäíî ïðè àíàëèçå äâîéíîé àñèìïòîòèêè

ñ n → ∞ è βg → 0. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âûáîðîê {(Yi, Di, Xi)}ni=1 ðàçíîãî ðàçìåðà

n èç ñîâìåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé Pn, ñîîòâåòñòâóþùèõ äëèííîé ìîäåëè (57), íî ñ óìåíüøàþùèìñÿ ê íóëþ

êîýôôèöèåíòîì βg. Â òàêîé ñèòóàöèè ïðåäåë â (60) çàâèñèò îò ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè βg(n) ê íóëþ. Â ÷àñòíîñòè,

ëåãêî ïîäîáðàòü òàêóþ àñèìïòîòèêó, êîãäà ýòîò ïðåäåë áóäåò ÷èñëîì, îòëè÷íûì îò 0 è 1: äëÿ ýòîãî íóæíî,

÷òîáû βg(n) óáûâàëà ê íóëþ ñî ñêîðîñòüþ cn√
n
. Â òàêîé ñèòóàöèè áåçóñëîâíîå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå θ̂

áóäåò ñìåñüþ äâóõ íîðìàëüíûõ ñ ðàçíûìè ïàðàìåòðàìè.

Ïðîáëåìà íåðàâíîìåðíîñòè â êîíòåêñòå ïðåäñòàâëåííîãî ïðèìåðà ïðîÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà

ïðàêòèêå, èññëåäîâàòåëü èìååò ëèøü îäíó âûáîðêó èç Pn ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì βg, êîòîðîå ìîæíî

ñ÷èòàòü ýëåìåíòîì ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïðîèçâîëüíûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì, � ÷òî åñòå-

ñòâåííî íèêàê íå âëèÿåò íà ñâîéñòâà ïîëó÷àåìîé îöåíêè θ̂ â êîíå÷íîé âûáîðêå. Îäíàêî, ïðè áîëüøèõ n è

ïðè βg äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ, ðàñïðåäåëåíèå ïîëó÷àþùåéñÿ îöåíêè äîëæíî áûòü áëèçêèì ê îäíîìó èç

âîçìîæíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäåëîâ � íîðìàëüíîìó ñ öåíòðîì θS , ñîîòâåòñòâóþùåìó áûñòðî óáûâàþùåé

ê íóëþ βg(n), ëèáî ê áèìîäàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ÿâëÿþùåìóñÿ ñìåñüþ äâóõ íîðìàëüíûõ � ñîîòâåòñòâóþ-

ùåìó ìåäëåííî óáûâàþùåé ê íóëþ βg(n), ðèñ. 8.

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà èññëåäóåìîãî ïàðàìåòðà îáëàäàåò ïàòàëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, êîãäà êîýôôèöè-

åíò ïðè ïåðåìåííîé X îêàçûâàåòñÿ óìåðåííî áëèçêèì ê íóëþ � íî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî àíàëèçà äàííûõ ýòî

åäèíñòâåííàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ôîðìàëüíûé ïîäõîä ê âûáîðó êîíòðîëüíîé ïåðåìåííîé ïðåäñòàâëÿþò èíòå-

ðåñ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî åñëè áû çàâèñèìîñòü Y îò X áûëà áû íåîòëè÷èìà îò íóëÿ, òî ó èññëåäîâàòåëÿ

èçíà÷àëüíî íå äîëæíî áûëî áûòü ñîìíåíèé â òîì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèì êîíòðîëåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è

21Leeb, H., P�otscher, B. M. (2005). Model Selection and Inference: Facts and Fiction. Econometric Theory, 21(1), 21�59.
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Ðèñ. 8: Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
√
n(θ̂− θL) ïðè n = 100; cn =

√
logn, corr(Xi, Di) = 0.7. Çíà÷åíèÿ

βg
σβ

ðàâíû

0, 0.21, 0.25 è 0.5. Èñòî÷íèê � Leeb, P�otscher (2005)

òî÷íî òàê æå, â ñèòóàöèè, êîãäà êîýôôèöèåíò çàâèñèìîñòè Y îò X äàëåê îò íóëÿ, òî òåñòèðîâàíèå, âåðîÿòíî,

áûëî áû èçëèøíèì, � òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíòðîëüíàÿ ïåðåìåííàÿ äîëæíà áûëà áû áûòü âêëþ÷åíà â

ìîäåëü èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé.
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7 Èñïîëüçîâàíèå ãðàôè÷åñêèõ ìîäåëåé

7.1 Ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå äèàãðàììû è ñòðóêòóðíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè

Åù¼ îäèí ïîäõîä ê èäåíòèôèêàöèè ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ èñïîëüçóåò ìîäåëè íà îðãðàôàõ (äèàãðàììû

ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé), â êîòîðûõ êàæäàÿ èç âåðøèí ñîîòâåòñòâóåò îäíîé èç ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâ-

ëÿþùèõ èíòåðåñ â êîíêðåòíîé çàäà÷å; ïðè ýòîì íèêàêàÿ ïåðåìåííàÿ íå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ áîëåå ÷åì

îäíîé âåðøèíîé, à ð¼áðà ãðàôà ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû ñ òåìè èëè èíûìè çàâèñèìîñòÿìè ìåæäó íèìè.

Òàêèå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ áîëåå îáùåãî êëàññà ãðàôè÷åñêèõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ íàïðàâëåííûå ñâÿçè

èñïîëüçóþòñÿ äëÿ çàäàíèÿ ìàðêîâñêèõ ñâîéñòâ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå, ñâÿçàííàÿ ïàðà

âåðøèí ïîêàçûâàåò î íàëè÷èè ñòàòèñòè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðåìåííûìè, à íàïðàâëåí-

íûé ïóòü îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñâÿçüþ îò âåðøèí-ðîäèòåëåé ê äåòÿì. Èíîãäà â òàêèõ

ìîäåëÿõ èñïîëüçóþòñÿ äâóíàïðàâëåííûå ð¼áðà � äëÿ äåìîíñòðàöèè òîãî, ÷òî ñóùåñòâóþò äðóãèå ïåðåìåííûå,

íå ïðåäñòàâëåííûå â ãðàôå, âëèÿþùèå íà îáå ïåðåìåííûå, ñâÿçàííûå äàííûì ðåáðîì, ðèñ. 9. Àöèêëè÷íîñòü

îðãðàôîâ íåîáõîäèìà, ïîñêîëüêó â îáðàòíîì ñëó÷àå â ïåðåìåííûõ íåëüçÿ ðàçäåëèòü ïðè÷èíó è ñëåäñòâèå.

Ïðèìåíåíèå ãðàôè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû çàâèñèìîñòåé â äàííûõ âïåðâûå âñòðå÷àåòñÿ

â ðàáîòàõ Ñüþýëà è Ôèëèïñà Ðàéòà, è áûëî ïîïóëÿðèçîâàíî â 2000-õ ãîäàõ ðàáîòàìè Äæ. Ïåðëà, íåêîòîðûå

èäåè èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû äàëåå. Ìîäåëè ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé, îñíîâàííûå íà òàêèõ ãðàôàõ,

íàçûâàþòñÿ DAG-ìîäåëÿìè (àíãë. directed acyclic graph).

(a) Ýôôåêò êàæäîé èç ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èííî-
ñëåäñòâåííûì ïî îòíîøåíèþ ê Y

(b) Âëèÿíèå X íà Y îñëîæíåíî ñîâìåñòíûì âçàèìîäåé-
ñòâèåì è ïðèñóòñòâèåì íåíàáëþäàåìîé êîìïîíåíòû

Ðèñ. 9: Ðàçëè÷íûå âîçìîæíûå ñòðóêòóðû çàâèñèìîñòè ìåæäó íàáëþäàåìûìè ïåðåìåííûìè X =
(X1, X2, X3, X4) è Y

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðèìåíåíèå ãðàôè÷åñêèõ ìîäåëåé, ðàññìîòðèì k ïåðåìåííûõ è èõ

ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå PX1,X2,...,Xk
(x1, x2, . . . , xk), ãäå íóìåðàöèÿ ïåðåìåííûõ âûáðàíà ïðîèçâîëüíûì îá-

ðàçîì. Ïîëüçóÿñü ñòàíäàðòíûì îïðåäåëåíèåì óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ñîâìåñòíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé:

PX1,X2,...,Xk
(x1, x2, . . . , xk) =

k∏︂
i=1

PXi|X1,...,Xi−1
(xi | x1, . . . , xi−1) (61)

Ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå Xi çàâèñèò íå îò âñåõ ïåðåìåííûõ, ïðåäøåñòâóþùèõ

åìó â ýòîé íóìåðàöèè, íî ëèøü îò íåêîòîðûõ, íàáîð êîòîðûõ ìîæíî îáîçíà÷èòü êàê Pai. Òàêèå ïåðåìåí-

íûå ïðèíÿòî íàçûâàòü ðîäèòåëÿìè äàííîé ïåðåìåííîé â ìàðêîâñêîì ñìûñëå, èëè ïðîñòî ðîäèòåëÿìè. Òîãäà

óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíèþ (62):

PXi|X1,...,Xi−1
(xi | x1, . . . , xi−1) = PXi|Pai(xi | pai) (62)
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Ïîíÿòèå ðîäèòåëåé â ìàðêîâñêîì ñìûñëå ìîæåò áûòü ôîðìàëèçîâàíî êàê ìèíèìàëüíûé (â ñìûñëå âêëþ-

÷åíèÿ) íàáîð ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâó (62). Ïîëüçóÿñü çàäàííûì îïðåäåëåíèåì, ìîæíî ïåðå-

ïèñàòü ðàçëîæåíèå (61):

PX1,X2,...,Xk
(x1, x2, . . . , xk) =

n∏︂
i=1

PXi|Pai(xi | pai) (63)

Äëÿ çàäàííîãî îðèåíòèðîâàííîãî àöèêëè÷åñêîãî ãðàôà ìîæíî ãîâîðèòü î ñîâìåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòèìûìè ñ íèì. Òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü, êàê âñå ðàñïðåäåëåíèÿ,

äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêàÿ íóìåðàöèÿ ïåðåìåííûõ, ÷òî åñëè âåðøèíà j ÿâëÿåòñÿ ðîäèòåëåì âåðøèíû i â

ãðàôå, òî ïåðåìåííàÿ j âõîäèò â ÷èñëî ðîäèòåëåé ïåðåìåííîé i â ìàðêîâñêîì ñìûñëå.

Ñîäåðæàòåëüíî ïîíÿòèå ñîâìåñòèìîñòè îðèåíòèðîâàííîãî àöèêëè÷åñêîãî ãðàôà ñ çàäàííûì ñîâìåñòíûì

ðàñïðåäåëåíèåì èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü, ïîñêîëüêó îíî îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâè-

åì äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñïðåäåëåíèå ìîãëî áûòü ïîðîæäåíî ïðîöåññîì, êîòîðûé ïîñëåäîâàòåëüíî ãåíåðèðóåò

ïåðåìåííûå èç ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ-

ðîäèòåëåé, ñãåíåðèðîâàííûõ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ.

Îäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èí-

òåðåñ â ïðèêëàäíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, ÿâëÿåòñÿ íàáîð îòíîøåíèé óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè. Îêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî òàêóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ íàïðàâëåííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô, ñ êîòîðûì

çàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå ñîâìåñòèìî. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ââåñòè ïîíÿòèå áëîêèðîâêè ïóòè: íåíàïðàâëåííûé

ïóòü S íà ãðàôå DAG-ìîäåëè áëîêèðîâàí íàáîðîì âåðøèí Z, åñëè âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ

óñëîâèé, ðèñ. 10:

� â S íàéä¼òñÿ öåïî÷êà X1 → X2 → X3 èëè âèëêà X1 ← X2 → X3, ïðè÷åì X2 ∈ Z;

� â S íàéä¼òñÿ îáðàòíàÿ âèëêà (êîëëàéäåð) X1 → X2 ← X3, òàêàÿ ÷òî X2 /∈ Z, è òàêæå íèêàêîé èç

ïîòîìêîâ X2 íå ñîäåðæèòñÿ â Z.

Òàêèå îáîçíà÷åíèÿ ñâÿçàíû ñî ñòàòèñòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ ìåæäó ïåðåìåííûìè â ìîäåëè. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè ïåðåìåííûå X1 è X3 èìåþò îáùóþ ïðè÷èíó X2, òî îíè ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèìû � â ïîëíîì

ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Ðàéõåíáàõà. Â îáðàòíîé ñèòóàöèè, äâå áåçóñëîâíî íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå X1 è

X3, èìåþùèå îáùèé ýôôåêò X2, ñòàíîâÿòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèìûìè óñëîâíî íà çíà÷åíèå X2.

(a) Âèëêà (êîíôàóíäåð) (b) Îáðàòíàÿ âèëêà (êîëëàéäåð)

Ðèñ. 10: Âèäû ðàçâåòâëåíèé â DAG-ìîäåëè

Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî íàáîðû ïåðåìåííûõX è Y ðàçäåëåíû Z, åñëè âñå ïóòè îò êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ

X ê êàæäîìó èç ýëåìåíòîâ Y áëîêèðîâàíû ýëåìåíòàìè Z. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äâå ãðóïïû ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí X è Y íåçàâèñèìû óñëîâíî íà òðåòüþ ãðóïïó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Z ïðè ëþáîì ðàñïðåäåëåíèè,

ñîãëàñîâàííîì c çàäàííûì îðèåíòèðîâàííûì àöèêëè÷åñêèì ãðàôîì, åñëè Z ðàçäåëÿåò X è Y â ýòîì ãðàôå

â ïðèâåäåííîì âûøå ñìûñëå. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, åñëè Z íå ðàçäåëÿåò X è Y â ýòîì ãðàôå, òî ñóùåñòâóåò

ñîãëàñîâàííîå ñ íèì ðàñïðåäåëåíèå, â êîòîðûì X è Y íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè óñëîâíî íà Z.

64



Îäíà èç ïðè÷èí óäîáñòâà DAG-ìîäåëåé çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî êàæäîìó îðèåíòèðî-

âàííîìó ðåáðó â ãðàôå ñîîòâåòñòâóåò íåêèé óñòîé÷èâûé è àâòîíîìíûé ìåõàíèçì. Èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî

ïðåäñòàâèòü ñèòóàöèþ, ãäå ëèøü îäíà èç ñâÿçåé â ãðàôå ìåíÿåòñÿ, îñòàâëÿÿ âñå ïðî÷èå íåèçìåííûìè. Îðãàíè-

çàöèÿ çíàíèÿ â ïîäîáíóþ ìîäóëüíóþ ñòðóêòóðó ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííóþ äèàãðàììó

äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ ýôôåêòà âíåøíèõ âìåøàòåëüñòâ ñ ìèíèìàëüíîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé, ïîýòîìó

ïîäîáíàÿ ìîäåëü (ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îíà êîððåêòíà) çà÷àñòóþ îêàçûâàåòñÿ íàìíîãî áîëåå èíôîðìàòèâíîé,

÷åì íàáîð óðàâíåíèé.

Ôîðìàëüíîå óñëîâèå ñîîòâåòñòâèÿ äèàãðàììû ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé íåêîòîðîìó ðàñïðåäåëåíèþ,

ïðåäëîæåííîå â ðàáîòàõ Ïåðëà, îñíîâàíî íà ìàðêîâñêèõ ñâîéñòâàõ è ñîâìåñòèìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñòðóê-

òóðîé ãðàôà.

Ïðåäïîëîæåíèå 7.1. (Óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâèÿ íàïðàâëåííîãî àöèêëè÷åñêîãî ãðàôà ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé

ìîäåëè).

Íàïðàâëåííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô G çàäà¼ò ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííóþ ìîäåëü, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1. Âñå ïåðåìåííûå, âêëþ÷åííûå â G, ÿâëÿþòñÿ íàáëþäàåìûìè;

2. Âñå ïåðåìåííûå, âêëþ÷åííûå â G, ôóíêöèîíàëüíî çàâèñÿò îò ñâîèõ ðîäèòåëåé è èäèîñèíêðàòè÷åñêèõ

øîêîâ � ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîòîðûå íåçàâèñèìû îò äðóãèõ ïåðåìåííûõ â ìîäåëè è äðóã îò äðóãà;

3. Êàæäàÿ ïåðåìåííàÿX â ãðàôå ãèïîòåòè÷åñêè ìîæåò áûòü ïîäâåðãíóòà èíòåðâåíöèè do(X = x), êîòîðàÿ

� çàìåíÿåò âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå â X íà ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå x,

� óäàëÿåò èç ãðàôà íàïðàâëåííûå ð¼áðà, çàêàí÷èâàþùèåñÿ â X,

� íå ïðîèçâîäèò íèêàêèõ äðóãèõ ýôôåêòîâ ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì ïåðåìåííûì â G (êðîìå òåõ

ýôôåêòîâ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ âëèÿíèåì X íà ñâîèõ ïîòîìêîâ â îñòàâøåìñÿ ãðàôå).

Åù¼ îäíèì óäîáíûì èíñòðóìåíòîì ïðè ðàáîòå ñ DAG-ìîäåëÿìè ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé êðèòåðèé îá-

õîäíûõ ïóòåé (the back-door criterion).

7.2 Êðèòåðèé îáõîäíûõ ïóòåé

Îïðåäåëåíèå 7.2. (Êðèòåðèé îáõîäíûõ ïóòåé).

Äëÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû ïåðåìåííûõ-âåðøèí (D,Y ) â îðèåíòèðîâàííîì àöèêëè÷åñêîì ãðàôå G íàáîð

âåðøèí X óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ îáõîäíûõ ïóòåé, åñëè íè îäíà âåðøèíà â X íå ÿâëÿåòñÿ ïîòîìêîì D, è

çàáëîêèðîâàí êàæäûé ïóòü îò D ê Y , êðîìå òåõ, â êîòîðûõ Y ÿâëÿåòñÿ ïîòîìêîì D.

Åñëè êðèòåðèé îáõîäíûõ ïóòåé âûïîëíåí, òî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîå âëèÿíèå D íà

Y îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∀B ∈ B(R), PY
(︁
B | do(D)

)︁
=
∑︂
x

PY (B | D,X = x)PX(x), (64)

ãäå â ëåâîé ÷àñòè � óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå Y ïîñëå âîçäåéñòâèÿ, óñòàíàâëèâàþùåãî çíà÷åíèå D, à â ïðà-

âîé � ñóììèðîâàíèå ïî âñåì âîçìîæíûì íàáîðàì çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ X, îñíîâàííîå íà ôîðìóëå ïîëíîé

âåðîÿòíîñòè. Ïðè ýòîì ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé íåîäíîçíà÷íîñòü ïîíÿòèÿ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîãî ýôôåêòà D

íà Y , ïîñêîëüêó íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ âåðøèí ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü êðèòåðèþ îáõîäíûõ ïóòåé, ðèñ.
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X1X2DX3

X4ϵ

X6 Y

Ðèñ. 11: Ïåðåìåííàÿ X4 è íàáîð {X1, X2} óäîâëåòâîðÿþò êðèòåðèþ îáõîäíûõ ïóòåé äëÿ ýôôåêòà D íà Y ,
ïîýòîìó ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîå âëèÿíèå D íà Y ìîæíî îïðåäåëèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ (64) íåîäíîçíà÷íî

11. Òåì íå ìåíåå, ýòîò ôàêò íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ èäååé êîíòðôàêòóàëüíîñòè � òî åñòü, ñî-

îáðàæåíèþ î òîì, ÷òî ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûé ýôôåêò D íà Y ìîæíî íàáëþäàòü â ðàçíûõ ãèïîòåòè÷åñêèõ

îáñòîÿòåëüñòâàõ è ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ó ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ îñòàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê.

Èíòåãðèðóÿ 64 ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ðåãðåññèîííîé ôóíêöèè E
(︁
Y | X, do(D)

)︁
. Â ñëó÷àå, êîãäà

ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü ìîæåò èìåòü âèä

Y = θ0D +X⊤β0 + ε, (65)

ãäå θ0 ∈ R � êîýôôèöèåíò, îòðàæàþùèé âëèÿíèå D íà Y , β0 ∈ Rk � ïàðàìåòð ìîäåëè, íå èìåþùèé êàóçàëü-

íîé èíòåðïðåòàöèè (ïîñêîëüêó ïî îòíîøåíèþ ê X êðèòåðèé îáõîäíûõ ïóòåé ìîæåò áûòü íå âûïîëíåí), à ε �

íåíàáëþäàåìàÿ îøèáêà, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì E
(︁
ε | do(D = d), X

)︁
= 0. Ïåðåìåííûå X, íå ïðåäñòàâëÿþùèå

ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàòåëÿ, íî äîáàâëÿåìûå â ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü ñ öåëüþ èäåíòèôè-

êàöèè ýôôåêòà âîçäåéñòâèÿ, íàçûâàþòñÿ êîíòðîëüíûìè ïåðåìåííûìè. Îòñþäà ëåãêî âèäíî, ÷òî â òèïè÷íîì

ñëó÷àå îáúÿñíÿþùèå ïåðåìåííûå â ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè îêàçûâàþòñÿ íåðàâíîöåííûìè: îöåíêè îäíèõ

êîýôôèöèåíòîâ ìîãóò èìåòü ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ, à äðóãèõ � íåò.

DAG-ìîäåëè ñîâìåñòèìû ñ äðóãèìè ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûìè ìîäåëÿìè, â òîì ÷èñëå ñ ìîäåëüþ Ðóáèíà, è

ïîçâîëÿþò ñèñòåìàòèçèðîâàòü çàäà÷ó îòáîðà ïåðåìåííûõ ïðè ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêå ýôôåêòîâ âîçäåéñòâèÿ.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíî ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è � ïîñòðîåíèÿ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ DAG-ìîäåëè,

îñíîâûâàñü íà íàáîðå ñâîéñòâ óñëîâíîé çàâèñèìîñòè/íåçàâèñèìîñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè â çàäàííîì íàáîðå

äàííûõ. Òàêîé àâòîìàòèçèðîâàííûé ïîèñê ñòðóêòóðû ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé â äàííûõ ðåàëèçîâàí,

ñðåäè ïðî÷èõ, íà ïëàòôîðìàõ DoWhy, CausalML, causal-learn, Econ-ML, CausalImpact. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî

çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ DAG ìîäåëè ïî äàííûì íå ìîæåò èìåòü óíèêàëüíîãî ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå

âåêòîðà, ñîâìåñòèìîå ñ çàäàííûì DAG, ñîâìåñòèìî è ñ áîëåå íàñûùåííûìè DAG. Êðîìå òîãî, èíòåðåñíûé ñ

ôèëîñîôñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðåçóëüòàò, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè íåêîòîðûé DAG îêàçûâàåòñÿ ñîâìåñòèìûì

ñ èìåþùèìèñÿ äàííûìè, òî ýòî òàê æå âåðíî äëÿ DAG, ïîëó÷àåìîãî èíâåðñèåé íàïðàâëåíèé ð¼áåð èñõîäíîé

ìîäåëè.22 Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíûé âûáîð DAG-ñòðóêòóðû âñåãäà äîëæåí áûòü ñâÿçàí ñ ýêñïåðòíîé

îöåíêîé.

22Kalisch M., Buhlmann P. (2008). Robusti�cation of the PC-algorithm for directed acyclic graphs. Journal of Computational and
Graphical Statistics. 17: 773-789.
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7.3 Ñòðóêòóðíûå ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå ìîäåëè

DAG-ìîäåëè è êðèòåðèé îáõîäíûõ ïóòåé ÿâëÿþòñÿ óäîáíûìè èíñòðóìåíòàìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè-

÷åñêèõ ìîäåëåé, íàçûâàåìûõ ñòðóêòóðíûìè, êîòîðûå ïðèãîäíû äëÿ îöåíêè ýôôåêòîâ âîçäåéñòâèÿ. Òàêèå

ìîäåëè ñîñòîÿò èç îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ íàïðàâëåííûå ñâÿçè ìåæäó ïåðåìåííû-

ìè. Îíè îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé ëèøü íàáîðîì ïðåäïîëîæåíèé î ñâîéñòâàõ îøèáîê

(èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, êîýôôèöèåíòîâ), êîòîðûå äëÿ ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Y := X⊤β + ε. (66)

Çäåñü Y � çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ,X = (X1, . . . , Xℓ)
⊤ � ïåðåìåííûå âîçäåéñòâèÿ/ðåãðåññîðû, β = (β1, . . . , βℓ)

⊤

� ðåãðåññèîííûå êîýôôèöèåíòû. Çíàê ïðèñâîåíèÿ â (66) ïîä÷åðêèâàåò íàïðàâëåííóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó ïå-

ðåìåííûìè, è èäåíòèôèöèðóåò β, êàê òàêîé ïàðàìåòð, ïðè êîòîðîì óñòàíîâêà äëÿ X ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ

x ∈ Rℓ, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå Y ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì x⊤β.

Íåíàáëþäàåìàÿ ïåðåìåííàÿ ε, íàçûâàåìàÿ îøèáêîé ìîäåëè, îáúåäèíÿåò ýôôåêò âñåõ ïåðåìåííûõ, ÿâëÿ-

þùèõñÿ ïðè÷èíàìè Y , íî íå âêëþ÷åííûõ â ìîäåëü. Ïàðàìåòð β èç (66) òàêæå ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü,

çàäàâàÿ ñâîéñòâà ε c èñïîëüçîâàíèåì do-íîòàöèè äëÿ èíòåðâåíöèé:

E
(︁
ε | do(X = x)

)︁
= 0,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó óñëîâíîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ îøèáêè â ìîäåëè, ïîäâåðãíóòîé èíòåð-

âåíöèè do(X = x) è èäåíòèôèöèðóåò β ÷åðåç íàáîð ìîìåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèì îðòîãîíàëü-

íîñòè ìåæäó îøèáêîé è ðåãðåññîðàìè â òàêîì ñöåíàðèè.

Ñòàíäàðòíàÿ ðåêîìåíäàöèÿ ïðè îöåíêå ýôôåêòîâ âîçäåéñòâèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåýêñïåðèìåíòàëüíûõ

äàííûõ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè ãèïîòåòè÷åñêîãî ðàíäîìèçèðîâàííîãî ýêñïåðèìåíòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å.23 Òàêîé ïîäõîä äîñòàòî÷íî ïîëåçåí è äëÿ èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ, è äëÿ ïðî-

âåðêè àäåêâàòíîñòè èññëåäóåìîé ìîäåëè � õîòÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ðàíäîìèçèðîâàííûé ýêñïåðèìåíò íå âñåãäà

îêàçûâàåòñÿ î÷åâèäíûì. Òàê, â èññëåäîâàíèè, ãäå èçó÷àåòñÿ, íàñêîëüêî ôóòáîëüíûå òðåíåðû áîëåå ñêëîííû

ñòàâèòü àâòîðà ïîáåäíîãî ãîëà â ñòàðòîâûé ñîñòàâ ñëåäóþùåé èãðû, ïî ñðàâíåíèþ ñ àâòîðàìè ãîëîâ, îêàçàâ-

øèìèñÿ íå ïîñëåäíèìè,24 âàæíî îòäåëèòü âëèÿíèå èìåííî òîãî ôàêòà, ÷òî ãîë îêàçàëñÿ ïîáåäíûì � òî åñòü,

áûë çàáèò ïðè ðàâíîì ñ÷åòå, è ïîñëå íåãî íå áûëî äðóãèõ ãîëîâ, � òî ñîîòâåòñòâóþùèì ðàíäîìèçèðîâàííûì

èñïûòàíèåì ìîæíî ñ÷èòàòü ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì â ìàò÷àõ, âûèãðàííûõ êîìàíäîé ñ ïðåèìóùåñòâîì â îäèí

ìÿ÷, è â êîòîðûõ áûëî çàáèòî áîëåå îäíîãî ãîëà, àâòîðñòâî çàáèòûõ ìÿ÷åé ïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì

îáðàçîì ñðåäè èãðîêîâ êîìàíäû.

Îïðåäåëåíèå 7.3. (Àöèêëè÷åñêàÿ) ñòðóêòóðíàÿ ìîäåëü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàôó G = (V,E), � ýòî íàáîð

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xj}j∈V , ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèÿì

Xj := fj(Paj , εj), j ∈ V,

ãäå Paj � ðîäèòåëè ïî îòíîøåíèþ ê âåðøèíå j íàïðàâëåííîãî ãðàôà, fj � íåèçâåñòíûå (èçìåðèìûå) ôóíêöèè,

à îøèáêè εj ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 7.4. Êîíòðôàêòóàëüíàÿ ñòðóêòóðíàÿ ìîäåëü, ïîëó÷àåìàÿ âñëåäñòâèå èíòåðâåíöèè do(Xj =

23Angrist, J. D., & Pischke, J.-S. (2009). Mostly Harmless Econometrics: An Empiricist's Companion. Princeton, NJ: Princeton
University Press.

24Smirnov A. (2024). Striking Success: How Goals Shape Coach Bias in Football. Working paper.
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xj) � ýòî íîâàÿ ñòðóêòóðíàÿ ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà ìîäèôèöèðîâàííîì ãðàôå G(xj) = (V,E∗) è íàáîðå

(êîíòðôàêòóàëüíûõ) ïåðåìåííûõ (X∗
k)k∈V ∗ , ãäå

� âñå ð¼áðà, âõîäÿùèå â âåðøèíó j óäàëåíû, òî åñòü ∀i ∈ V, e∗ij ∈ E∗, e∗ij = 0;

� âñå îñòàëüíûå ð¼áðà ñîõðàíåíû, ∀i, k ∈ V : k ̸= j, e∗ik = eik;

� êîíòðôàêòóàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X∗
k := fk(Pa

∗
k, εk), ïðè k ̸= j,

X∗
j := xj ,

ãäå Pa∗k � ðîäèòåëè X
∗
k â E

∗.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðåäñòàâëåííûõ ïîíÿòèé ðàññìîòðèì ïðèìåð, îñíîâàííûé íà òàê íàçûâàåìîé �òðå-

óãîëüíîé ñòðóêòóðíîé ìîäåëè� èç [?].

Ïðèìåð 7.5. Ïóñòü ñòðóêòóðíàÿ ìîäåëü çàäàíà ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (67)-(69):

X := εx, (67)

D := αX + εd, (68)

Y := βD + γX + εy. (69)

Òàêàÿ ñòðóêòóðíàÿ ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåò ãðàôó íà ðèñ. 12 ñëåâà:

X

D Y

X

d Y

Ðèñ. 12: Ñëåâà: DAG-ìîäåëü çàâèñèìîñòè ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè ïåðåìåííûìè. Ñïðàâà: ðåçóëüòàò èíòåð-
âåíöèè do(D = d)

Äëÿ óäîáñòâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ïåðåìåííûå â ìîäåëè ñîâìåñòíî íîðìàëüíû è èìåþò íóëåâîå ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå, îøèáêè εx, εy, εd íåçàâèñèìû, à ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû α, β, γ òàêîâû, ÷òî äèñïåðñèÿ ó

X,Y è D ðàâíà åäèíèöå. Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî E(Y | D = d) = (αγ + β)d, íî åñëè óñòàíîâèòü äëÿ D çíà-

÷åíèå d, òî óðàâíåíèå (68) òåðÿåò ñìûñë, è çàìåíÿÿ â (69) çíà÷åíèå D íà êîíñòàíòó, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ

ðåãðåññèè ïðèìåò âèä E
(︁
Y | do(D = d)

)︁
= βd, à ñðåäíèé ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ D íà Y ðàâåí β. Ïîëó÷åííîé

êîíòðôàêòóàëüíîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóåò ãðàô íà ðèñ. 12 ñïðàâà.

Ñîïîñòàâëÿÿ ñâîéñòâà ñòðóêòóðíîé ëèíåéíîé ìîäåëè ñ ìîäåëüþ ïîòåíöèàëüíûõ èñõîäîâ Ðóáèíà, ëåãêî

âèäåòü, ÷òî ñòðóêòóðíûå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè íå äëÿ íàáëþäàåìûõ, à äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ èñõîäîâ

Y (d), ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì ïåðåìåííîé âîçäåéñòâèÿ D. Òîãäà èäåíòèôèöèðó-

åìîñòü β ìîæíî ñâÿçàòü ñ óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè èíäèâèäóàëüíîé âåëè÷èíû âîçäåéñòâèÿ. Â ðàññìîòðåííîé

ìîäåëè (67)-(69) îíè âûïîëíåíû áëàãîäàðÿ ïðåäïîëîæåíèþ î íåçàâèñèìîñòè îøèáîê, è ïðè îöåíêå ðåãðåññèè

Y íà D è X, îöåíêà β ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) áóäåò ñîñòîÿòåëüíîé â ñèëó ñâîéñòâ ìåòîäà.Â

òî æå âðåìÿ, â ïàðíîé ðåãðåññèè Y íà D ÌÍÊ-îöåíêà áóäåò èìåòü ïðåäåë ïî âåðîÿòíîñòè, ðàâíûé αγ + β,

÷òî ñâÿçàíî ñ íàðóøåíèåì ïðåäïîëîæåíèÿ îá ýêçîãåííîñòè D: îøèáêà â òàêîé ìîäåëè ñîäåðæèò X è èç-çà
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ýòîãî èìååò íåíóëåâóþ êîððåëÿöèþ ñ D, ÷òî ïðèâîäèò ê ñèñòåìàòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ìåæäó çíà÷åíèåì

âîçäåéñòâèÿ D è ïîòåíöèàëüíûìè èñõîäàìè Y (D).

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå èìåëà ìåñòî òèïè÷íàÿ äëÿ ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèé ñèòóàöèÿ, êîãäà äëÿ

ïîëó÷åíèÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè èñêîìîãî ýôôåêòà D íà Y òðåáóåòñÿ âêëþ÷èòü â ìîäåëü äîïîëíèòåëüíóþ

(êîíòðîëüíóþ) ïåðåìåííóþ X, íå ïðåäñòàâëÿþùóþ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èíòåðåñà. Â áîëåå òèïè÷íîì ñëó÷àå

ñîâìåñòíàÿ íîðìàëüíîñòü íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, è ôóíêöèè óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ìîãóò áûòü

ïðîèçâîëüíûìè. Ïóñòü, êàê îáû÷íî, D � ïåðåìåííàÿ âîçäåéñòâèÿ, Y � çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, à Y (d) � å¼

ïîòåíöèàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè D = d. Ìîäåëü ïîòåíöèàëüíûõ èñõîäîâ èìååò âèä

Y (d) := β0d+ ε, Eε = 0,

ãäå β0 � çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, èíòåðåñóþùåå èññëåäîâàòåëÿ, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåìó èçìåíåíèþ Y

ïðè óâåëè÷åíèè d íà åäèíèöó. Ëèíåéíîñòü ýòîãî ýôôåêòà ìîæåò áûòü îáîñíîâàíà áèíàðíîñòüþ ïåðåìåííîé

âîçäåéñòâèÿ, èëè æå â ñèòóàöèè, êîãäà íàì âàæíû ëèøü íåáîëüøèå îòêëîíåíèÿ îò íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ d,

÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå. Ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî ïåðåìåííàÿ âîçäåéñòâèÿ íå

ÿâëÿåòñÿ (áåçóñëîâíî) ýêçîãåííîé � èíà÷å β0 ìîæíî áûëî áû ñîñòîÿòåëüíî îöåíèòü â ïðîñòîé ðåãðåññèè Y íà

D, � íî ó èññëåäîâàòåëÿ åñòü äàííûå, ÷àñòè÷íî îáúÿñíÿþùèå Y , òî åñòü ε = g(X)+u, ãäå X � âåêòîð íàáëþ-

äàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, g : Rk → R � íåèçâåñòíàÿ (èçìåðèìàÿ) ôóíêöèÿ, âèä êîòîðîé íå ïðåäñòàâëÿåò

ñàìîñòîÿòåëüíîãî èíòåðåñà, à u � îøèáêà ìîäåëè, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì E(u | X) = 0.

Ïðåäïîëîæåíèå 7.6. Ïðåäïîëîæåíèå îá óñëîâíîé ýêçîãåííîñòè ïåðåìåííîé âîçäåéñòâèÿ â ñòðóêòóðíîé

ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ìîäåëè.

1. Êîððåêòíàÿ ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëè (àíãë.: model consistency) � íàáëþäàåìûå äàííûå Yi ñãåíåðèðîâàíû

â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðíîé ìîäåëüþ Y (d),

Yi = Y (Di);

2. Óñëîâíàÿ íåêîððåëèðîâàííîñòü:

cov
(︁
D,Y (d) | X

)︁
= 0,

(íàáëþäàåìàÿ ïåðåìåííàÿ âîçäåéñòâèÿ D íå êîððåëèðóåò ñ îøèáêàìè ìîäåëè óñëîâíî íà íàáëþäàå-

ìûé íàáîð êîíòðîëåé). Â ëèòåðàòóðå íà àíãëèéñêîì ÿçûêå èñïîëüçóþòñÿ áëèçêèå ïî ñìûñëó ïîíÿòèÿ

conditional exogeneity è conditional ignorability, ïîäðàçóìåâàþùèå óñëîâíóþ íåçàâèñèìîñòü D è Y (d) ïðè

ôèêñèðîâàííûõ X.

Ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ â ìîäåëè

Y = Y (D) := β0D + g(X) + u,

îøèáêà u îðòîãîíàëüíà (â L2-ñìûñëå) îáîèì ðåãðåññîðàì X è D, à çíà÷èò ïàðàìåòð ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîãî

ýôôåêòà β0 ÿâëÿåòñÿ èäåíòèôèöèðîâàííûì.

Îöåíêà ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñâÿçè íà íåýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ âêëþ÷àåò ýòàï ýêñïåðòíîãî ðå-

øåíèÿ î âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ýêçîãåííîñòè ïåðåìåííîé âîçäåéñòâèÿ â ìîäåëè. Åñëè òàêîå óñëîâèå ìîæåò

áûòü âûïîëíåíî, òî â îöåíèâàåìóþ ìîäåëü ñëåäóåò âêëþ÷èòü êîíòðîëüíûå ïåðåìåííûå, îáåñïå÷èâàþùèå

ýêçîãåííîñòü ïåðåìåííîé, òî åñòü ïåðåìåííûå, ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèìûå ñ D è Y îäíîâðåìåííî, ïðè÷åì íå

îòíîñÿùèåñÿ ê ìåõàíèçìó âîçäåéñòâèÿ D íà Y .
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Â òî æå âðåìÿ, ïðåäñòàâëåííûå óñëîâèÿ äàþò âîçìîæíîñòü ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: â õîäå äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû çàâèñèìîñòåé ìåæäó ïåðåìåííûìè â ðàññìàò-

ðèâàåìîé çàäà÷å ìîãóò áûòü îáíàðóæåíû íîâûå ïîòåíöèàëüíî ðåëåâàíòíûå êîíòðîëüíûå ïåðåìåííûå. Ïðè

ýòîì, â ñëó÷àå, êîãäà èçíà÷àëüíî ïðåäëîæåííàÿ ñòðóêòóðà çàâèñèìîñòåé ÿâëÿåòñÿ âåðíîé, âêëþ÷åíèå òàêèõ

ïåðåìåííûõ â ìîäåëü íå äîëæíî ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ îöåíîê ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîãî

ýôôåêòà. Ïîäîáíàÿ ïðîâåðêà ìîæåò ëèøü óâåëè÷èòü óáåäèòåëüíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà, íî íå îêîí÷à-

òåëüíî äîêàçàòü åãî (ïîñêîëüêó ïåðåáðàòü âñå ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíûå íàáîðû êîíòðîëüíûõ ïåðåìåííûõ

íà ïðàêòèêå íåâîçìîæíî, êðîìå ãèïîòåòè÷åñêîé ñèòóàöèè, êîãäà óäà¼òñÿ ïîäîáðàòü ìîäåëü, ïîëíîñòüþ îáú-

ÿñíÿþùóþ çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ), îäíàêî äà¼ò äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûé ìåõàíèçì âûÿâëåíèÿ îøèáî÷íûõ

ðåçóëüòàòîâ.

Â îïðåäåëåíèè è ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ î÷åâèäíà àíàëîãèÿ ïðîöåäóðû èíòåðâåíöèè ñ å¼ îïèñàíèåì

äëÿ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ìîäåëåé íà ãðàôàõ. Â ýòîì îòíîøåíèè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âñå òðè ðàññìîò-

ðåííûõ âèäà êàóçàëüíûõ ìîäåëåé äîïîëíÿþò äðóã äðóãà è ïîçâîëÿþò âûáðàòü íàèáîëåå óäîáíûé âàðèàíò

äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ íàáîð ïåðåìåííûõ äîïîëíÿåòñÿ ñòðóêòóðîé, çàäàþùåé

ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå îòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè, � ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîíöåïöèè Ïåðëà î òîì, ÷òî êàóçàëüíàÿ

ìîäåëü íå ìîæåò áûòü çàäàíà ëèøü â òåðìèíàõ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

7.4 DAG äëÿ ìîäåëåé ñ èíñòðóìåíòàëüíûìè ïåðåìåííûìè

Ìåòîä èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ è ÿâëÿåòñÿ

îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ è íàä¼æíûõ ïîäõîäîâ ê îöåíêå ïàðàìåòðîâ, îïèñûâàþùèõ íàïðàâëåííûå çàâè-

ñèìîñòè. Îáùàÿ èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå ýêçîãåííîãî èñòî÷íèêà âàðèàöèè, êîòîðûé âëèÿåò íà

çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ Y îïîñðåäîâàííî ÷åðåç ïåðåìåííóþ âîçäåéñòâèÿ D. Ýòîò ìåòîä ïðèìåíèì, â òîì

÷èñëå, â ñèòóàöèÿõ, êîãäà îöåíêà âëèÿíèÿ D íà Y íàïðÿìóþ íåâîçìîæíà èç-çà íàëè÷èÿ íåíàáëþäàåìûõ

ïåðåìåííûõ, îäíîâðåìåííî âëèÿþùèõ íà Y è D.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, ïîäõîäÿùåì äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ, ñòðóêòóðíàÿ

ìîäåëü èìååò ëèíåéíûå çàâèñèìîñòè, è îñíîâàíà íà DAG-ìîäåëè 13.

C

YDZ

Ðèñ. 13: Â ìîäåëè ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó D ê Y ñêëàäûâàåòñÿ èç ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîãî ýôôåêòà
D íà Y è êîððåëÿöèè çà ñ÷¼ò âëÿíèÿ íà íèõ îáùåé ïðè÷èíû C, ïðè÷¼ì âëèÿíèå C óñòðàíèòü íåâîçìîæíî
èç-çà òîãî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ íåíàáëþäàåìîé. Ïåðåìåííóþ Z ìîæíî èñïîëüçîâàòü
â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà äëÿ D

Ô. Ðàéò îáíàðóæèë, ÷òî â òàêîé ìîäåëè, êîòîðóþ ìîæíî îïèñàòü óðàâíåíèÿìè

Yi := α0 + α1Di + εi, cov(εi, Di) ̸= 0, (70)

Di := β0 + β1Zi + ui, (71)

ýôôåêò Z íà Y ðàâåí α1β1, à ýôôåêò Z íà D ðàâåí β1, ïðè÷åì îáà ýòèõ ïàðàìåòðà èäåíòèôèöèðîâàíû
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â ñèëó ýêçîãåííîñòè Z, è èõ ìîæíî ñîñòîÿòåëüíî îöåíèòü. Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿòåëüíóþ îöåíêó α1 ìîæíî

ïîëó÷èòü â âèäå ÷àñòíîãî âûáîðî÷íûõ êîâàðèàöèé, èëè äâóõøàãîâûì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (àíãë.:

two stage least squares, TSLS), â êîòîðîì ñíà÷àëà îöåí¼ííàÿ ÌÍÊ ìîäåëü (71) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé D̂i, à ïîòîì îöåíèâàåòñÿ ðåãðåññèÿ Y íà D̂. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ýòè äâà ìåòîäà äàþò

îäèíàêîâóþ îöåíêó,

α̂IV1 =
ˆ︃cov(Yi, Zi)ˆ︃cov(Di, Zi)

p−→ α1. (72)

Îöåíêè, ïîñòðîåííûå ïî òèïó (72), íàçûâàþòñÿ IV-îöåíêàìè îò àíãë. instrumental variable. Îäíàêî, ÷àùå

äëÿ îöåíêè ýôôåêòà âîçäåéñòâèÿ â òàêèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä 2SLS (two stage least squares, äâóõñòà-

äèéíûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ), êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò âíà÷àëå îöåíèòü ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ óðàâíåíèå

(71) è ïîñòðîèòü ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ D̂i, à çàòåì èñïîëüçîâàòü èõ â ìîäåëè (70) âìåñòî èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ

Di. Â ïðîñòîì ñëó÷àå IV è 2SLS îöåíêè ñîâïàäàþò.

Â áîëåå ñëîæíîì ñëó÷àå èìååòñÿ k ðåãðåññîðîâ X, ℓ èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ Z äëÿ ïåðåìåííîé

âîçäåéñâèÿ, è ìîäåëü èìååò âèä

Y = θD +Xβ + ε, E(ε | X,Z) = 0.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ 2SLS-îöåíêè íóæíî ïðåäñêàçàòüD ñ ïîìîùüþ Z, òî åñòü D̂ = PZD, ãäå PZ = Z(Z⊤Z)−1Z⊤,

è äàëååå îöåíèòü ÌÍÊ ðåãðåññèþ Y íà D̂ è X. Äëÿ âûðàæåíèÿ îöåíêè ïðè D̂ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðå-

ìîé Ôðèøà-Âó-Ëîâåëëà: èñêîìàÿ îöåíêà ðàâíà îöåíêå â ðåãðåññèè QXY íà QXD̂, ãäå QX = I−X(X⊤X)−1X⊤

� ïðîåêòîð íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ñòîëáöàì X. Òîãäà

θ̂ = (D̂⊤QXD̂)−1D̂⊤QXY.

Íà ãðàôå ïîäîáíîé ìîäåëè âîçìîæíî îäíîâðåìåííîå íàëè÷èå íàáëþäàåìûõ è íåíàáëþäàåìûõ ìåøàþùèõ

ïåðåìåííûõ, íî ýòîò ñëó÷àé ÷àñòî âîçìîæíî ñâåñòè ê ïðåäûäóùåìó ïðè ïîìîùè ïåðåõîäà ê îñòàòêàì îò

ïðîåêöèè.

Ïðèìåð 7.7. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü ìîäåëü ñ èíñòðóìåíòàëüíîé ïåðåìåííîé è ìåøàþùèì

ôàêòîðîì: ïóñòü ñòðóêòóðà çàâèñèìîñòåé èìååò âèä

Y := α0D + δC + gY (X) + εY ,

D := β0Z + γC + gD(X) + εD

C := fC(X) + εC

X := fX(Z) + εX

Z := εZ .

Óñëîâíî íà çíà÷åíèå X, îøèáêè ìîäåëè εY , εD, εZ , εC ïîïàðíî íå êîððåëèðîâàíû è èìåþò íóëåâîå ñðåäíåå.

Òðåáóåòñÿ îöåíèòü ñòðóêòóðíûé ïàðàìåòð α0 =
∂E
(︁
Y |do(D=d)

)︁
∂d . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ DAG-ìîäåëü ïðèâåäåíà íà

ðèñ. 14.

Óäàëåíèå âëèÿíèÿ X èç ïåðåìåííûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îöåíêè ôóíêöèé ðåãðåññèè E(D | X),

E(Y | X) è âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îñòàòêîâ. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ñòðóêòóðà çàâèñèìîñòåé ìåæäó

îñòàòêàìè ïåðåìåííûõ D, Y , à òàêæå ïåðåìåííûìè Z è C ñîîòâåòñòâóåò DAG-ìîäåëè 13, è ïîýòîìó èñêîìûé

ïàðàìåòð ìîæåò áûòü îöåí¼í àíàëîãè÷íî (72).

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ïðåäïîëîæåíèå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó êëþ÷åâûìè ïåðåìåííûìè â

71



X C

YDZ

Ðèñ. 14: Ìîäåëü ñ íàáëþäàåìûìè è íåíàáëþäàåìûìè êîíôàóíäåðàìè

ìîäåëè îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì îãðàíè÷èâàþùèì, ñóùåñòâóþò ïîäõîäû äëÿ îöåíêè ýôôåêòà âîçäåéñòâèÿ, îñíî-

âàííûå íà ìîíîòîííîñòè çàâèñèìîñòè D îò èíñòðóìåíòà Z. Ïðèìåðîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îöåíêè

ëîêàëüíîãî ñðåäíåãî ýôôåêòà âîçäåéñòâèÿ (àíãë.: local average treatment e�ect, LATE), ïðåäëîæåííûé Ã. Èì-

áåíñîì è Äæ. Àíãðèñòîì25, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îöåíèòü ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ ñðåäè ¾ñîãëàøàþùèõñÿ¿ (àíãë.:

compliers). Ýòî ÷àñòü ïîïóëÿöèè, îòëè÷íàÿ îò òîé, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü äëÿ ðàñ÷åòà ATT ðàíåå: òåðìèíî-

ëîãèÿ îñíîâàíà íà ñïåöèôè÷åñêîì ïðèìåðå, ðàññìîòðåííîì â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå, ãäå èññëåäîâàëñÿ ýôôåêò

îò ó÷àñòèÿ â îáó÷àþùåé ïðîãðàììå íà íåêîòîðûé ïîêàçàòåëü Y , à â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà äëÿ áèíàðíîé ïåðå-

ìåííîé âîçäåéñòâèÿ D èñïîëüçîâàëàñü áèíàðíàÿ ïåðåìåííàÿ Z, ÿâëÿþùàÿñÿ èíäèêàòîðîì ïîëó÷åíèÿ äàííûì

÷åëîâåêîì ïðèãëàøåíèÿ ó÷àñòâîâàòü â ïðîãðàììå. Êàê ïîêàçàëè àâòîðû, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåðîÿòíîñòü

D = 1 íå óìåíüøàåòñÿ ïî Z, â ìîäåëè ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü ýôôåêò E
(︁
Y (1) − Y (0) | D(1) > D(0)

)︁
,

ãäå {D(1) > D(0)} � ñîáûòèå, ïðè êîòîðîì ÷åëîâåê ó÷àñòâóåò â ïðîãðàììå ïðè íàëè÷èè ïðèãëàøåíèÿ, è íå

ó÷àñòâóåò â îáðàòíîì ñëó÷àå. Ñõîæèé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ â èíñòðóìåíòàëüíîé êâàíòèëüíîé ìîäåëè (àíãë.:

instrumental variable quantile regression, IVQR), â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåìàÿ ñòðîãàÿ ìîíîòîííîñòü âëèÿíèÿ

ïðîïóùåííûõ ïåðåìåííûõ íà çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü (îáû÷íî ïàðàìåòðèçî-

âàííóþ) çàâèñèìîñòü Y îò ïåðåìåííîé âîçäåéñòâèÿ.

Ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì ìåòîäà èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ áîëåå âûñîêàÿ äèñïåðñèÿ

îöåíîê ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûìè îöåíêàìè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Îäèí èç ïóòåé ñíèæåíèÿ äèñ-

ïåðñèè ó òàêèõ îöåíîê çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîãî èíñòðóìåíòà íà îñíîâå íàáîðà ïîòåíöèàëüíûõ

èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ Z = (Z1, . . . , Zk); ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêîãî äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ

äâóõøàãîâûé ÌÍÊ. Òðàäèöèîííûé àíàëèç â ýòîé îáëàñòè ïðåäïîëàãàåò íåïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå îïòè-

ìàëüíîãî èíñòðóìåíòà (êîòîðûé â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñîîòâåòñòâóåò ðåãðåññèîííîé ôóíêöèè ïåðåìåííîé

âîçäåéñòâèÿ íà èñïîëüçóåìûå èíñòðóìåíòû), ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñîçäàíèþ ñëîâàðÿ èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà

òåõíè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ, òî åñòü òðàíñôîðìàöèé èñõîäíûõ èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ

T = (T1, . . . , Tp)
⊤ =

(︁
T1(Z), . . . , Tp(Z)

)︁⊤
. (73)

×èñëî èñïîëüçóåìûõ òåõíè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ p ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèòü ÷èñëî íàáëþäåíèé

âûáîðêè n. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà â ñëó÷àå, êîãäà îáùåå ÷èñëî ïîòåíöèàëüíûõ èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðå-

ìåííûõ Zℓ, ℓ ∈ {1, . . . , k}, îêàçûâàåòñÿ âåëèêî ñàìî ïî ñåáå, ëèáî áîëüøîå êîëè÷åñòâî òåõíè÷åñêèõ ïåðåìåí-

íûõ Tℓ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé îò Z â ðÿäû. Â òàêîì ñëó÷àå òåõíè÷åñêèå èíñòðóìåíòû

ìîãóò èìåòü âèä âåéâëåòîâ, ñïëàéíîâ, áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ, ñòåïåíåé è ïðîèçâåäåíèé êîìïîíåíò Z. Òàêîé

àíàëèç áëèçîê ê ñòàíäàðòíûì ïîäõîäàì íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è ýêîíîìåòðèêè, îïèðàþùèìñÿ íà

ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé âîçðàñòàþùèì ñ ðàçìåðîì âûáîðêè ÷èñëîì ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ðÿäà, îáåñïå÷èâàÿ

òåì ñàìûì àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè. Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ÷èñ-

25Imbens G. W., Angrist J. D. (1994). Identi�cation and Estimation of Local Average Treatment E�ects. Econometrica. 62: 467-475.
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ëî ýëåìåíòîâ ðÿäà, èñïîëüçóåìîå äëÿ ïðèáëèæåíèÿ, ðîñëî ñ ðàçìåðîì âûáîðêè äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, ÷òî

îãðàíè÷èâàåò ïðèìåíèìîñòü ïîäîáíûõ ìåòîäîâ â âûáîðêàõ óìåðåííûõ ðàçìåðîâ.

Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà êîíöåïòóàëüíóþ ïðèâëåêàòåëüíîñòü ïîäîáíûõ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ñ òî÷-

êè çðåíèÿ ñòàíäàðòíîé àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè, íåæåëàòåëüíûå ñâîéñòâà îöåíîê â ìàëûõ âûáîðêàõ çàäî-

êóìåíòèðîâàíû â çíà÷èòåëüíîì ÷èñëå ðàáîò. Îñëîæíåíèÿ ìîãóò âîçíèêíóòü â ñëó÷àå, êîãäà íåêîòîðûå èç

èñïîëüçóåìûõ èíñòðóìåíòîâ îêàçûâàþòñÿ ñëàáûìè (íàïðèìåð, èìåþò áëèçêóþ ê íóëþ êîððåëÿöèþ ñ èíñòðó-

ìåíòèðóåìîé ïåðåìåííîé â ëèíåéíîé ìîäåëè), ÷òî òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ïîäõîäà, ñâÿçàííîãî ñ àñèìïòîòèêîé

ñëàáûõ èíñòðóìåíòîâ.
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8 Îöåíêà ìîäåëåé ñ ìåøàþùèì ïàðàìåòðîì

8.1 Ïîëóïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè

Ñ ïîìîùüþ DAG (èëè èíûõ ñòðóêòóðíûõ ïîäõîäîâ) ìîæíî îïðåäåëèòü, êàêèå ïåðåìåííûå íåîáõîäèìî

âêëþ÷èòü â ìîäåëü: ýòî ìîãóò áûòü êàê êîíòðîëüíûå ïåðåìåííûå, áëîêèðóþùèå îáõîäíûå ïóòè, òàê è èí-

ñòðóìåíòàëüíûå ïåðåìåííûå, êîãäà ÷àñòü êîíôàóíäåðîâ îñòà¼òñÿ íåíàáëþäàåìîé. Îäíàêî ãðàô íè÷åãî íå

ãîâîðèò î òîì, â êàêîé ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå ýòè ïåðåìåííûå äîëæíû âõîäèòü â ìîäåëü. Îøèáî÷íîå çàäà-

íèå ôîðìû ñâÿçè (íàïðèìåð, íåîáîñíîâàííîå ïðåäïîëîæåíèå î ëèíåéíîñòè òàì, ãäå îíà îòñóòñòâóåò) ñïîñîáíî

ïðèâåñòè ê ñìåù¼ííûì îöåíêàì ýôôåêòà, íåâåðíûì âûâîäàì î åãî çíà÷èìîñòè è äàæå ê ëîæíîìó îáíàðó-

æåíèþ èëè ïðîïóñêó ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñâÿçè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íåâåðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ íå

ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ èñêëþ÷èòü êîìïîíåíòó ïåðåìåííîé âîçäåéñòâèÿ, êîððåëèðóþùóþ ñ îøèáêîé ìîäåëè,

� òåì ñàìûì íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ èäåíòèôèêàöèè è âîçíèêàåò ñêðûòîå ñìåùåíèå. Çäåñü íà ïåðâûé ïëàí

âûõîäèò ïîëóïàðàìåòðè÷åñêèé ïîäõîä, êëþ÷åâàÿ èäåÿ êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçäåëåíèè ìîäåëè íà äâå

÷àñòè:

� Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ÷àñòü ìîäåëè ñîäåðæèò êîíå÷íîìåðíûé (÷àñòî ñêàëÿðíûé) îöåíèâàåìûé ïàðàìåòð è

èìååò ñòðîãèå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèîíàëüíóþ ôîðìó. Ýòà ÷àñòü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ çàâèñè-

ìîñòè Y îò ïåðåìåííîé âîçäåéñòâèÿ D;

� Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ÷àñòü ìîäåëè âêëþ÷àåò çàâèñèìîñòü îò êîíòðîëüíûõ ïåðåìåííûõ X, à òàêæå âèä

ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáêè. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �âêëàä� X îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîëüíîé

(èçìåðèìîé) íåèçâåñòíîé ôóíêöèè � áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïàðàìåòðà.

Ïðèìåð 8.1. (Îöåíêà ÷àñòè÷íî-ëèíåéíîé ìîäåëè).

Óðàâíåíèå äëÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé Y èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Yi = θDi + g(Xi) + εi, E(εi | Xi, Di) = 0, i ∈ {1, . . . , n}. (74)

Çäåñü D è X = (X1, . . . , Xp) � îáúÿñíÿþùèå ïåðåìåííûå, ε � îøèáêà ìîäåëè, g : Rp → R � íåèçâåñòíàÿ

èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, à θ � èíòåðåñóþùèé ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð.

Ïåðâûé ñïîñîá îöåíêè θ â òàêîé ìîäåëè, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå Ã. Âàõáû,26 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

âûáîðêà ðàçáèâàåòñÿ íà îñíîâíóþ (èíäåêñû i ∈ I) è âñïîìîãàòåëüíóþ (i ∈ I), è èñïîëüçóåòñÿ èòåðàòèâíàÿ

ïðîöåäóðà:

� ïðåäïîëàãàåòñÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå θ̂0 äëÿ θ è ñ ïîìîùüþ ñïëàéíîâûõ ïîëèíîìîâ (âìåñòî íèõ ìîæ-

íî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ÿäåðíîé îöåíêè ðåãðåññèîííîé ôóíêöèè, èëè ëþáîé äðóãîé ïîäõîäÿùèé ìåòîä

ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ) íà âñïîìîãàòåëüíîé âûáîðêå îöåíèâàåòñÿ ĝ0(Xi) = E(Yi − θ̂0Di | Xi);

� èñïîëüçóÿ âòîðóþ ÷àñòü âûáîðêè âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ îñòàòêîâ Yi − ĝ0(Xi), ïîñëå ÷åãî ñ ïîìîùüþ

ÌÍÊ ìîæíî ïîëó÷èòü óòî÷í¼ííóþ îöåíêó θ:

θ̂1 :=

(︄
1

nI

∑︂
i∈I

D2
i

)︄−1
1

nI

∑︂
i∈I

Di

(︁
Yi − ĝ0(Xi)

)︁
;

� ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ ñ íà÷àëà, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè îöåíêó θ äî äîñòè-

æåíèÿ ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà.

26Wahba G. (1984). Cross validated spline methods for direct and indirect sensing experiments. In �Statistical Signal Processing�, E.J.
Wegman and J. Smith, eds., Marcel Dekker. 53: 179-190.
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Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ ó òàêîé îöåíêè θ ìåäëåííåå ñòàíäàðòíîé n−1/2 èç-çà ñìåùåíèÿ

ïðè îöåíêå g:

√
n
(︂
θ̂ − θ

)︂
=

(︄
1

n

∑︂
i∈I

D2
i

)︄−1
1√
n

∑︂
i∈I

Diεi⏞ ⏟⏟ ⏞
a

+

(︄
1

n

∑︂
i∈I

D2
i

)︄−1
1√
n

∑︂
i∈I

Di

(︁
g(Xi)− ĝ(Xi)

)︁
⏞ ⏟⏟ ⏞

b

(75)

Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà â (75) ñõîäèòñÿ ïî ÖÏÒ ê íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå, íî âòîðàÿ (êîòîðóþ ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ñìåùåíèå èç-çà ðåãóëÿðèçàöèè ïðè îöåíêå ïàðàìåòðà âûñîêîé ðàçìåðíîñòè) íå öåíòðèðî-

âàíà è â îáùåì ñëó÷àå ðàñõîäèòñÿ. Îáîçíà÷àÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ĝ ê g çà n−ψg , ãäå ψg <
1
2 , ïîëó÷àåì, ÷òî

b èìååò àñèìïòîòèêó
√
nn−ψg è ðàñõîäèòñÿ ñ ðîñòîì n.

Ï. Ðîáèíñîí27 ïðåäëîæèë äðóãîé ìåòîä, îáåñïå÷èâàþùèé àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü îöåíêè θ â

÷àñòè÷íî-ëèíåéíîé ìîäåëè. Èç óðàâíåíèÿ (74) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ðåãðåññèè E(Yi | Xi) èìååò âèä E(Yi |
Xi) = θE(Di | Xi) + g(Xi), è âû÷èòàÿ å¼ èç èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü

Yi − E(Yi | Xi) = θ
(︁
Di − E(Di | Xi)

)︁
+ εi. (76)

Â àëãîðèòìå Ðîáèíñîíà äâå ôóíêöèè ðåãðññèè mY (x) = E(Y | X = x) := θmD(x) + g(x) è mD(x) :=

E(D | X = x) îöåíèâàþòñÿ íà ïîëíîé âûáîðêå ìåòîäîì Íàäàðàè-Âàòñîíà28 è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ

îñòàòêîâ Ỹi := Yi − m̂Y (Xi) è D̃i := Di − m̂D(Xi). Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ ÌÍÊ-îöåíêà θ̂ â ðåãðåññèè Ỹi íà

D̃i.

Ðàññìîòðèì äîêàçàòåëüñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè îöåíêè Ðîáèíñîíà ñ äîïîëíèòåëüíûì ïðè¼-

ìîì, óïðîùàþùèì àíàëèç: áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûáîðêà ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàçäåëåíà íà äâå ÷àñòè ñ èí-

äåêñàìè èç I è Ī è ðàçìåðàìè nI è nĪ ≈ n/2. Ðåãðåññèîííûå ôóíêöèè îöåíèâàþòñÿ íà âòîðîé ïîäâûáîðêå,

èòîãîâàÿ ÌÍÊ-îöåíêà ñòðîèòñÿ ïî ïåðâîé ïîäâûáîðêå.29

Îøèáêè îöåíîê ðåãðåññèîííûõ ôóíêöèé rDi = m̂D(Xi)−m(Xi) è rYi = m̂Y (Xi)−m(Xi) äîëæíû óäîâëå-

òâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Er2Di
= o(n−

1
2 ), Er2Yi = o(n−

1
2 ). (77)

Îáîçíà÷èì ηi = Di − E(Di | Xi) êîìïîíåíòó D, îðòîãîíàëüíóþ X; V(η1 | X) = σ2η. Òîãäà

D̃i = ηi − rDi , Ỹi − θD̃i = εi − rYi + θrDi . (78)

ÌÍÊ-îöåíêà θ̂:

θ̂ =
(︂∑︂
i∈I

D̃2
i

)︂−1∑︂
i∈I

D̃iỸi ⇒
√
n(θ̂ − θ) =

1√
nI

∑︁
i∈I D̃i(Ỹi − θD̃i)

1
nI

∑︁
i∈I D̃

2
i

.

Ïîäñòàâèì â ÷èñëèòåëü ïîëó÷åííîé äðîáè âûðàæåíèÿ èç (78):

1
√
nI

∑︂
i∈I

D̃i(Ỹi − θD̃i) =
1
√
nI

∑︂
i∈I

(ηi − rDi)(εi − rYi + θrDi) =

=
1
√
nI

∑︂
i∈I

ηiεi −
1
√
nI

∑︂
i∈I

ηirYi +
1
√
nI

∑︂
i∈I

θηirDi −
1
√
nI

∑︂
i∈I

rDiεi +
1
√
nI

∑︂
i∈I

rDirYi −
1
√
nI

∑︂
i∈I

θr2Di
.

27Robinson P.M. (1988). Root-N-Consistent Semiparametric Regression. Econometrica. 56: 931-954.
28Íàäàðàÿ Ý. À. Íåïàðàìåòðè÷åñêèå îöåíêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è êðèâîé ðåãðåññèè. Èçäàòåëüñòâî Òáèëèññêîãî óíèâåð-

ñèòåòà, 1965. � Âûï. ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà¿.
29Òàêîé ïðè¼ì øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ñîâðåìåííûõ àëãîðèòìàõ äâîéíîãî îáó÷åíèÿ, è îáû÷íî ñî÷åòàåòñÿ ñ êðîññ-ôèòèíãîì �

êîãäà ðîëè äâóõ ïîäâûáîðîê ìåíÿþòñÿ, à èòîãîâàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ óñðåäíåíèåì. Ýòî ïîçâîëÿåò áîëåå ýôôåêòèâíî èñïîëüçî-
âàòü èìåþùóþñÿ â âûáîðêå èíôîðìàöèþ è ñíèçèòü äèñïåðñèþ îöåíêè.

75



Áëàãîäàðÿ çàäàííûì ñêîðîñòÿì äëÿ rDi è rY i âñå ñëàãàåìûå, êðîìå ïåðâîãî, ñõîäÿòñÿ ê íóëþ. Íàïðèìåð,⃓⃓⃓⃓
⃓ 1
√
nI

∑︂
i∈I

rDirYi

⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤
√
nI
2

(︄
1

nI

∑︂
i∈I

r2Di
+

1

nI

∑︂
i∈I

r2Yi

)︄
=
√
nop(n

− 1
2 ) = op(1),

ãäå äëÿ ñâÿçè àñèìïòîòèêè Er2Yi è âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà.

Äëÿ äðóãîé êîìïîíåíòû óäîáíî àðãóìåíòèðîâàòü ñõîäèìîñòü ê íóëþ â L2 :

E

[︄
1
√
nI

∑︂
i∈I

ηirYi | XI1

]︄
= 0, V

[︄
1
√
nI

∑︂
i∈I

ηirYi | XI1

]︄
=

1

nI

∑︂
i∈I

r2Yiσ
2
η = op(1).

Èç ñõîäèìîñòè ê íóëþ â L2 ñëåäóåò àíàëîãè÷íàÿ ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè. Èòàê,

1
√
nI

∑︂
i∈I

D̃i(Ỹi − θD̃i) =
1
√
nI

∑︂
i∈I

ηiεi + op(1).

Àñèìïòîòèêà çíàìåíàòåëÿ:

1

nI

∑︂
i∈I

D̃2
i =

1

nI

∑︂
i∈I

(ηi − rDi)
2 =

1

nI

∑︂
i∈I

η2i −
2

nI

∑︂
i∈I

ηirDi +
1

nI

∑︂
i∈I

r2Di
.

Ïåðåêð¼ñòíîå ïðîèçâåäåíèå è êâàäðàò rDi ñõîäÿòñÿ ê íóëþ ïî âåðîÿòíîñòè, ïîýòîìó

1

nI

∑︂
i∈I

D̃2
i
p−→ Eη21 = σ2η.

Äëÿ èòîãîâîãî ðåçóëüòàòà îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëèòåëü àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí íîðìèðîâàííîé

ñóììå í.î.ð. âåëè÷èí ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîíå÷íîé äèñïåðñèåé, è ïðèìåíèòü ëåììó Ñëóöêîãî. □

Â îñíîâå ìåòîäà Ðîáèíñîíà ëåæèò èäåÿ óäàëåíèÿ ìåøàþùåãî âîçäåéñòâèÿ êîíòðîëüíûõ ïåðåìåííûõ X

èç îáîèõ ïåðåìåííûõ Y è D. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé

ïðîåêöèåé â L2-ïðîñòðàíñòâå, ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ïðîöåäóðà àíàëîãè÷íà òåîðåìå Ôðèøà-Âó-

Ëîâåëëà â ïðîñòðàíñòâå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì.

8.2 Îðòîãîíàëèçàöèÿ ïî Íåéìàíó

Êëþ÷åâîå ðàçëè÷èå ìåæäó îöåíêàìè Âàõáû è Ðîáèíñîíà, ïðèâîäÿùåå ê òîìó, ÷òî òîëüêî âòîðàÿ èìå-

åò àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êîíñòðóêöèÿ Ðîáèíñîíà îêàçûâàåòñÿ

ìàëî÷óâñòâèòåëüíîé ê íåòî÷íîñòè îöåíêè íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé. Òàêîé ïîäõîä ïîçæå ïîëó÷èë íàçâàíèå îð-

òîãîíàëèçàöèè ïî Íåéìàíó, è ñâÿçàí ñ èññëåäîâàíèÿìè Å. Íåéìàíà ïî ïîñòðîåíèþ òåñòîâûõ ñòàòèñòèê â

çàäà÷àõ, ñîäåðæàùèõ ìåøàþùèé ïàðàìåòð.

Ðàññìîòðèì èõ ïîäðîáíåå: ïóñòü èññëåäîâàòåëþ äîñòóïíà í.î.ð. âûáîðêà {Xi}ni=1, ãäå X � ñëó÷àéíûå

âåêòîðà ñ ïëîòíîñòüþ p(x; a, b), ïðè÷¼ì b ∈ Rs � ìåøàþùèé ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ, à a � ñêàëÿðíûé

ïàðàìåòð, ïðåäñòàâëÿþùèé èíòåðåñ. Äëÿ òåñòà ãèïîòåçû H0 : a = a0 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòèçîâàííóþ

ñóììó

Zn(b) =
1√
n

n∑︂
i=1

f(Xi)− Eb
(︁
f(Xi)

)︁
σb

, (79)

ãäå f(·) � ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî f(X) èìååò êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ σ2b ïðè H0; òàêæå

Eb
(︁
f(Xi)

)︁
� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå f(Xi) ïðè H0 è íàñòîÿùåì çíà÷åíèè b. Èñòèííûå ïàðàìåòðû ðàñïðå-
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äåëåíèÿ îáîçíà÷èì çà (a0, b0) è ïðåäïîëàãàåì, ÷òî p(x; a, b) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà ïî b â îêðåñòíîñòè b0

è ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàäèåíòû îãðàíè÷åíû.

Â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí, Zn(b0) ïðè H0 ñõîäèòñÿ ïî ðàñ-

ïðåäåëåíèþ ê ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå, � îäíàêî ñîäåðæèò íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð b,

êîòîðûé òðåáóåòñÿ çàìåíèòü îöåíêîé. Íåéìàí îòìå÷àë, ÷òî ïðè ðàáîòå ñ äàííûìè, ñâÿçàííûìè ñ çàäà÷à-

ìè îáùåñòâåííûõ íàóê, ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ íåñòàíäàðòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, äàëåêî íå âñåãäà

ïîçâîëÿþùèìè íàäåÿòüñÿ íà ñóùåñòâîâàíèå îöåíêè b, íå ïðèâîäÿùåé ê ñìåùåíèþ â (79) â øèðîêîì äèà-

ïàçîíå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé a. Êîìïðîìèññíàÿ îöåíêà b, ïðåäëîæåííàÿ èì, äîëæíà îáëàäàòü ñâîéñòâîì
√
n(b̂ − b − A(a − a0)

)︁
= Op(1), ãäå A � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, îòâå÷àþùàÿ çà ñìåùåíèå. Ñòàòèñòèêà Zn(b̂)

èìååò òàêîå æå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, êàê è Zn(b0), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∇bEbf(X) = 0 �

óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ïî Íåéìàíó. Îðòîãîíàëüíîñòè ìîæíî äîáèòüñÿ, çàìåíÿÿ â (79) f(·) íà ôóíêöèþ

g(·), èìåþùóþ ñëåäóþùèé âèä:

g(x, b) := f(x, b)− Ebf(X)−
s∑︂
j=1

cj
∂ log p

∂bj

⃓⃓⃓⃓
ξ=0

, j ∈ {1, 2, . . . , s}, (80)

ãäå cj � êîýôôèöèåíòû îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè â L2 ôóíêöèè f(X, b) íà ∂ log p
∂bj

.

Êðèòåðèè, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ Zn(b̂) ñðàâíèâàåòñÿ ñ qα/2 êâàíòèëÿìèN (0, 1), Íåéìàí ïðåäëîæèë íàçûâàòü

C(α)-òåñòàìè.30

Òåîðåìà 8.2. Ñòàòèñòèêà Zn(b̂), ðàññ÷èòàííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé ïðè H0

îöåíêè b̂ è îðòîãîíàëèçîâàííîé ôóíêöèè g(·) ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê N (0, 1) ðàâíîìåðíî ïî b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ðàçëîæåíèè ñòàòèñòèêè â ðÿä Òåéëîðà. Ïðè H0 è σb = 1

âûïîëíÿåòñÿ

Zn(b̂) = Zn(b0)−

⟨︄
1

n

n∑︂
i=1

∇bEb
(︁
f(Xi)

)︁
,
√
n(b̂− b0)

⟩︄
+ op(1).

Óñëîâèÿ íà p(x; a, b) ïîçâîëÿþò äèôôåðåíöèðîâàòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ïîýòîìó

∇bEb
(︁
f(Xi)

)︁
=

∫︂
f(x)∇bp(x; a0, b) dx =

∫︂
f(x)∇b log p(x; a0, b)p(x; a0, b) dx.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñîîòâåòñòâóåò Eb
(︁
f(Xi)∇b log p(X; a0, b)

)︁
. Åñëè f(X) îðòîãîíàëüíà â L2 êî âñåì

êîìïîíåíòàì ∇b log p(X; a0, b), òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî íóëþ, è Zn(b̂) è Zn(b0) èìåþò îäèíàêîâîå

àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. □

Óïðàæíåíèå. Êàê ìîäèôèöèðîâàòü äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà σb ̸= 1?

Ïðåäñòàâëåííîå äîêàçàòåëüñòâî ïîêàçûâàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü îðòîãîíàëèçàöèè ñêîð-ôóíêöèè, ïðèâîäÿ-

ùåå ê çàíóëåíèþ ëèíåéíîé êîìïîíåíòû ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà. Ñõîæàÿ èäåÿ ïîçæå áûëà ïðåäëîæåíà ×åðíî-

æóêîâûì è äð.31 äëÿ îöåíêè ïîëóïàðàìåòðè÷ñêèõ ìîäåëåé: ìîìåíòíîå óñëîâèå, èäåíòèôèöèðóþùåå öåëåâîé

ïàðàìåòð, äîëæíî áûòü îðòîãîíàëüíûì â íåéìàíîâñêîì ñìûñëå ê ìåøàþùèì ïàðàìåòðàì ìîäåëè. Òàêîé

êîíòåêñò ïîçâîëÿåò çàìåòèòü ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó îöåíêàìè Âàõáû è Ðîáèíñîíà â ÷àñòè÷íî-

30Neyman, J. (1979). C(α) tests and their use. Sankhy	a: The Indian Journal of Statistics. 41: 1�21.
31Chernozhukov V., Chetverikov D., Demirer M., Du�o E., Hansen C., Newey W., Robins, J. (2018). Double/debiased machine

learning for treatment and structural parameters. The Econometrics Journal. 21: C1�C68.
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ëèíåéíîé ìîäåëè: â ïåðâîì ñëó÷àå îöåíêà θ̂ ïîëó÷àåòñÿ ìèíèìèçàöèåé ðåãóëÿðèçîâàííîãî ôóíêöèîíàëà

n∑︂
i=1

(︁
Yi − θDi − g(Xi)

)︁2
+ λ∥g∥,

êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ïîïóëÿöèîííûé ìîìåíò, îñíîâàííûé íà óñëîâèè ïåðâîãî ïîðÿäêà

E
[︂
D
(︁
Y − θD − g(X)

)︁]︂
= 0, (81)

Â óðàâíåíèè (81) èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ìåøàþùèé ïàðàìåòð g. Ïðîâåðèì îðòîãîíàëüíîñòü: ïóñòü h(X)

� ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåíèå. Âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíóþ Ãàòî â èñòèííîé òî÷êå (θ0, g0):

∂

∂t
E
[︂
D
(︂
Y − θ0D −

(︁
g0(X) + th(X)

)︁)︂]︂⃓⃓⃓
t=0

= −E
[︁
Dh(X)

]︁
̸= 0.

Âî âòîðîì ñëó÷àå (îöåíêà Ðîáèíñîíà) îöåíêà θ ïîëó÷àåòñÿ â ðåãðåññèè îñòàòêîâ, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùåå

ìîìåíòíîå óñëîâèå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

E
[︂(︁
D −mD(X)

)︁(︂
Y −mY (X)− θ

(︁
D −mD(X)

)︁)︂]︂
= 0. (82)

Çäåñü ìåøàþùèé ïàðàìåòð � ýòî (mY ,mD). Ïðîâåðèì îðòîãîíàëüíîñòü, ïîäñòàâëÿÿ âîçìóù¼ííûå ôóíêöèè

mY + thY , mD + thD è âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé èñòèííûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ.

Ïóñòü ε0 = Y −mY (X)− θ0(D −mD(X)). Òîãäà E[ε0 | D,X] = 0 è E[ε0(D −mD(X))] = 0.

Âîçìóù¼ííàÿ ìîìåíòíàÿ ôóíêöèÿ: ψ = (D − mD − thD)
(︁
Y − (mY + thY ) − θ0(D − mD − thD)

)︁
. Áåð¼ì

ïðîèçâîäíóþ ïî t â t = 0 è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

d

dt
Eψ
⃓⃓⃓
t=0

= E
[︂
− hDε0 − (D −mD)(hY + θ0hD)

]︂
.

Ðàñêëàäûâàåì:

� E[hDε0] = E[hDE[ε0 | X]] = 0;

� E[(D −mD)hY ] = E[hyE[D −mD | X]] = 0;

� E[(D −mD)(θ0hD)] = E[θ0hXE[D −mD | X]] = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ (hY , hD) ðàâíà íóëþ � óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè

âûïîëíåíî. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòî óñëîâèå, êàê è â ñëó÷àå C(α)-òåñòîâ, ãàðàíòèðóåò, ÷òî îøèáêè

îöåíèâàíèÿ ìåøàþùèõ ôóíêöèé (äàæå ïðè íåïàðàìåòðè÷åñêîì îöåíèâàíèè ñ ìåäëåííîé ñõîäèìîñòüþ) íå

âëèÿþò íà àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå θ̂, êîòîðîå îñòà¼òñÿ
√
n-íîðìàëüíûì. Â ñëåäóþùåé ÷àñòè ðàçäåëà

ìû ðàññìîòðèì ìåòîä LASSO îöåíêè íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, ïîçâîëÿþùèé âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äîáèòüñÿ äîñòà-

òî÷íî âûñîêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðîãíîçà ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ. Ïîñëå ýòîãî ïåðåéä¼ì ê ôîðìóëèðîâêå

è äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâ ìåòîäà äâîéíîãî ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ â áîëåå îáùåì âèäå.
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9 Ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè âûñîêîé ðàçìåðíîñòè

9.1 Íåðàâåíñòâà êîíöåíòðàöèè ìåðû

Äëÿ îöåíêè íåèçâåñòíîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè â äàííûõ îáû÷íî âûáèðàþò

îäèí èç äâóõ ïîäõîäîâ: ïàðàìåòðè÷åñêèé èëè íåïàðàìåòðè÷åñêèé.

Ïåðâûé âàðèàíò ïðåäïîëàãàåò æåñòêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ìîäåëè (íàïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíûõ

ôóíêöèé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ), íî ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïðîáëåìàì, åñëè èñïîëüçóåìûé ôóíêöè-

îíàëüíûé êëàññ íåäîñòàòî÷íî õîðîøî ìîæåò ïðèáëèçèòü èñêîìóþ ôóíêöèþ. Âòîðîé âàðèàíò � ðàçëîæåíèå

íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ïî áàçèñó äîñòàòî÷íî áîãàòîãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî êëàññà, òàêîãî êàê

ïîëèíîìû, ðÿäû Ôóðüå, èëè ïðîñòûå ôóíêöèè. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ïàðàìåòðîâ â òàêèõ ìîäåëÿõ áåñêîíå÷íî,

èõ òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç òðàäèöèîííî îïèðàåòñÿ íà àñèìïòîòèêó, ïðåäïîëàãàþùóþ ðîñò ÷èñëà îöåíèâàåìûõ

êîýôôèöèåíòîâ ñ ðàçìåðîì âûáîðêè.

Êëàññè÷åñêèé àñèìïòîòè÷åñêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå, ïðåäïîëàãàåò,

÷òî ðàçìåð âûáîðêè n ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ p.

Îäíàêî â ñîâðåìåííûõ çàäà÷àõ ðàçìåðíîñòü p ÷àñòî ñîïîñòàâèìà ñ n èëè çíà÷èòåëüíî åãî ïðåâûøàåò (p ≥ n).
Â òàêèõ óñëîâèÿõ àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïåðåñòàþò áûòü ïðèìåíèìû: ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ëèáî

íå ñóùåñòâóþò, ëèáî ñõîäÿòñÿ ñëèøêîì ìåäëåííî, ÷òîáû äàâàòü ïîëåçíûå ãàðàíòèè äëÿ êîíå÷íûõ âûáîðîê.

Âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â íåàñèìïòîòè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ãàðàíòèÿõ � íåðàâåíñòâàõ, êîòîðûå âû-

ïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî n è p, à íå òîëüêî â ïðåäåëå n → ∞. Êëþ÷åâûì èíñòðóìåíòîì çäåñü

âûñòóïàþò êîíöåíòðàöèîííûå íåðàâåíñòâà � âåðõíèå îöåíêè äëÿ âåðîÿòíîñòè îòêëîíåíèÿ îò ñâîåãî ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ ó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äëÿ òîãî ÷òîáû òàêèå îöåíêè áûëè íåòðèâèàëüíûìè è äîñòàòî÷íî áûñòðûìè

(ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèìè), íåîáõîäèìî, ÷òîáû ðàñïðåäåëåíèÿ èìåëè �ë¼ãêèå õâîñòû�.

Áîëüøèíñòâî ðàñïðåäåëåíèé, âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå, ïîïàäàþò â îäèí èç äâóõ êëàññîâ:

� Ñóáãàóññîâñêèå âåëè÷èíû: õâîñòû óáûâàþò êàê exp(−ct2). Ïðèìåðû: íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,

îãðàíè÷åííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ñóììû íåçàâèñèìûõ îãðàíè÷åííûõ âåëè÷èí.

� Ñóáýêñïîíåíöèàëüíûå âåëè÷èíû: õâîñòû óáûâàþò êàê exp(−ct). Ïðèìåðû: ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå, õè-êâàäðàò, ïðîèçâåäåíèÿ ñóáãàóññîâñêèõ âåëè÷èí.

Äëÿ ýòèõ êëàññîâ ñóùåñòâóþò ñòðîãèå êîíöåíòðàöèîííûå íåðàâåíñòâà (Õ¼ôäèíãà, Áåðíøòåéíà, ×åðíîâà),

ïîçâîëÿþùèå êîíòðîëèðîâàòü ìàêñèìóìû ïî ìíîãèì êîîðäèíàòàì îäíîâðåìåííî. Ýòî êðèòè÷åñêè âàæíî â

íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñòàòèñòèêå äëÿ ñèòóàöèé, êîãäà íóæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî íè îäíà èç p êîîðäèíàò íå

îòêëîíèòñÿ ñëèøêîì ñèëüíî, äàæå åñëè p ðàñò¼ò ýêñïîíåíöèàëüíî ïî n.

9.2 Ñóáãàóññîâñêèå è ñóáýêñïîíåíöèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 9.1. Öåíòðèðîâàííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ íàçûâàåòñÿ ñóáãàóññîâñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïî-

ëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà σ (ïàðàìåòð ìàñøòàáà), òàêàÿ ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ ξ óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ:

EetX ≤ exp

(︃
σ2t2

2

)︃
∀t ∈ R.

Íàèìåíüøàÿ òàêàÿ êîíñòàíòà σ íàçûâàåòñÿ ñóáãàóññîâîé íîðìîé X è îáîçíà÷àåòñÿ, êàê ∥X∥ψ2 . Ñóùåñòâó-

þò äðóãèå ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ ñóáãàóññîâîñòè; îäíî èç íèõ íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ õàðàêòåðèçàöèåé
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õâîñòîâ: ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c, C > 0 òàêèå, ÷òî

P(|X| > u) ≤ C exp

(︃
−u

2

c2

)︃
∀u > 0.

Óïðàæíåíèå: äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò).

Ñóáãàóññîâñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ çàíèìàþò âàæíîå ìåñòî â ñîâðåìåííîé ñòàòèñòèêå è ìàøèííîì îáó÷åíèè,

ïîñêîëüêó îíè ïîçâîëÿþò ñòðîãî êîíòðîëèðîâàòü õâîñòû ñóìì è ìàêñèìóìîâ òàêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

îáåñïå÷èâàÿ îöåíêè, êîòîðûå ëåæàò â îñíîâå âûáîðà ðåãóëÿðèçàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ, äîêàçàòåëüñòâà ñîñòî-

ÿòåëüíîñòè LASSO-îöåíîê è ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ â óñëîâèÿõ, êîãäà ðàçìåðíîñòü äàííûõ

ñðàâíèìà èëè ïðåâîñõîäèò îáú¼ì âûáîðêè.

Ïðèìåðû ñóáãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ðàñïðäåëåíèé:

� Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: X ∼ N (0, σ2), ∥X∥ψ2 = σ;

� Îãðàíè÷åííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû: åñëè |X| ≤ B ï.í., òî X ñóáãàóññîâà ñ ∥X∥ψ2 ≤ B;

� Ãëàäêèå ôóíêöèè îò ñóáãàóññîâñêèõ âåëè÷èí;

� Êîíå÷íûå ñìåñè ñóáãàóññîâûõ ðàñïðåäåëåíèé;

� Êîí÷íûå ñóììû íåçàâèñèìûõ ñóáãàóññîâñêèõ âåëè÷èí.

Ðàñïðåäåëåíèÿ ñ õâîñòàìè òÿæåëåå ãàóññîâñêèõ (íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà èëè t-ðàñïðåäåëåíèå)

íå ÿâëÿþòñÿ ñóáãàóññîâñêèìè.

Îïðåäåëåíèå 9.2. Öåíòðèðîâàííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z (EZ = 0) íàçûâàåòñÿ ñóáýêñïîíåíöèàëüíîé, åñëè

ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà K > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ m ≥ 3

E|Z|m ≤ m!

2
Km−2σ2, (3)

ãäå σ2 = EZ2 � äèñïåðñèÿ Z. Ýêâèâàëåíòíî: õâîñòû óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî: P(|Z| > u) ≤ Ce−cu.

Ëåììà 9.3. Åñëè X è ε � ñóáãàóññîâñêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî èõ ïðîèçâåäåíèå Xε ÿâëÿåòñÿ ñóáýêñïî-

íåíöèàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñóáãàóññîâñêèõ õâîñòîâûõ îöåíîê ó X è ε:

P(|X| ≥ t) ≤ 2 exp

(︃
− t2

K2
1

)︃
, P(|ε| ≥ t) ≤ 2 exp

(︃
− t2

K2
2

)︃
.

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå ó ïðîèçâåäåíèÿ P(|Xε| ≥ t):

{|Xε| ≥ t} ⊂ {|X| ≥
√
t} ∪ {|ε| ≥

√
t} ⇒ P(|Xε| ≥ t) ≤ P(|X| ≥

√
t) + P(|ε| ≥

√
t)

≤ 2 exp

(︃
− t

K2
1

)︃
+ 2 exp

(︃
− t

K2
2

)︃
.

Îáîçíà÷èì K2 = max(K2
1 ,K

2
2 ). Òîãäà îáà ñëàãàåìûõ óáûâàþò íå áûñòðåå, ÷åì Ce−

t
K2 :

P(|Xε| ≥ t) ≤ 4 exp

(︃
− t

K2

)︃
.

Ýòî â òî÷íîñòè ôîðìà õâîñòà ñóáýêñïîíåíöèàëüíîé âåëè÷èíû (óáûâàíèå êàê e−ct, à íå êàê e−ct
2
). □
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9.3 Íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ âåëè÷èí

Òåîðåìà 9.4. (Íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà).

Ïóñòü Z1, . . . , Zn � íåçàâèñèìûå öåíòðèðîâàííûå ñóáýêñïîíåíöèàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Äëÿ êàæ-

äîé èç íèõ ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû Ki > 0 è σ2i = EZ2
i òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ m ≥ 1

E|Zi|m ≤
m!

2
Km−2
i σ2i . (83)

Îáîçíà÷èì Sn =
∑︁n

i=1 Zi. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t > 0 ñïðàâåäëèâî

P (Sn ≥ t) ≤ exp

(︄
− t2

2
(︁∑︁n

i=1 σ
2
i +Kmaxt

)︁)︄ , Kmax = max
1≤i≤n

Ki.

Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ Sn ≤ −t, ïîýòîìó

P (|Sn| ≥ t) ≤ 2 exp

(︄
− t2

2
(︁∑︁

σ2i +Kmaxt
)︁)︄ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ (83), ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ñ 0 ≤ λ ≤ 1
Kmax

âûïîëíåíî

EeλZi ≤ exp

(︃
λ2σ2i

2(1−Kiλ)

)︃
≤ exp

(︁
λ2σ2i

)︁
ïðè λ ≤ 1

2Ki
.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçëîæåíèå eλZi = 1 + λZi +
∑︁

m≥2
λmZm

i
m! è óñëîâèå (83) äàþò:

EeλZi ≤ 1 +
λ2σ2i
2

∑︂
m≥2

(Kiλ)
m−2 ≤ 1 +

λ2σ2i
2(1−Kiλ)

≤ exp

(︃
λ2σ2i

2(1−Kiλ)

)︃
.

Ðàçëîæåíèå â ðÿä ôóíêöèè eλZi ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü, ïîñêîëüêó ýòîò ðÿä ïðè |λ| < 1
Ki

ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî.

Ïðè Kiλ ≤ 1
2 èìååì 1

1−Kiλ
≤ 2, ñëåäîâàòåëüíî EeλZi ≤ exp

(︁
λ2σ2i

)︁
.

Ïîñêîëüêó Zi íåçàâèñèìû, äëÿ 0 ≤ λ ≤ 1
2Kmax

ïîëó÷àåì

EeλSn =
n∏︂
i=1

EeλZi ≤ exp

(︄
λ2

n∑︂
i=1

σ2i

)︄
. (9)

Ïî íåðàâåíñòâó Ìàðêîâà:

P(Sn ≥ t) ≤ e−λtEeλSn ≤ exp
(︂
−λt+ λ2

∑︂
σ2i

)︂
.

Îïòèìèçèðóåì ïî λ íà èíòåðâàëå [0, 1/2Kmax]: ôóíêöèÿ f(λ) = −λt+ λ2
∑︁
σ2i � âûïóêëàÿ, å¼ ìèíèìóì äîñòè-

ãàåòñÿ ïðè λ0 =
t

2
∑︁
σ2
i
, åñëè λ0 ≤ 1

2Kmax
, èíà÷å íà ãðàíèöå. Ýòî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ:

min
0≤λ≤ 1

2Kmax

f(λ) =

⎧⎨⎩−
t2

2
∑︁
σ2
i

ïðè t ≤
∑︁
σ2
i

Kmax
,

− t
2Kmax

ïðè t >
∑︁
σ2
i

Kmax
.
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Â êîìïàêòíîé ôîðìå:

P(Sn ≥ t) ≤ exp

(︃
− t2

2(
∑︁
σ2i +Kmaxt)

)︃
.

Ýòî è åñòü íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó P(Sn ≤ −t) ìîæíî îãðàíè÷èòü àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì, òî èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî õâîñòû Sn óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî � òî åñòü, Sn òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ñóáýêñïîíåíöèàëüíîé âåëè÷èíîé.. □

9.4 Îöåíêà ìàêñèìóìà âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü èìåþòñÿ íåçàâèñèìûå íàáëþäåíèÿ (Xi, εi), i = 1, . . . , n, ãäå Xi ∈ Rp

� ñóáãàóññîâñêèå âåêòîðû (ñ íåçàâèñèìûìè êîîðäèíàòàìè, êàæäàÿ ñ îãðàíè÷åííîé ñóáãàóññîâñêîé íîðìîé),

à εi � öåíòðèðîâàííûé ñóáãàóñññêèé øóì, íåçàâèñèìûé îò Xi. Íàñ èíòåðåñóåò ìàêñèìàëüíàÿ ïî êîîðäèíàòàì

àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà âåêòîðà

Z =
1

n

n∑︂
i=1

Xiεi ∈ Rp,

òî åñòü ∥Z∥∞ = max1≤j≤p |Zj |. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ∥Z∥∞ ïðåâûñèò çàäàííûé ïîðîã?

Äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé êîîðäèíàòû j, Zj =
1
n

∑︁n
i=1Xijεi. Âåëè÷èíû Xijεi íåçàâèñèìû ïî i, öåíòðè-

ðîâàíû è ñóáýêñïîíåíöèàëüíû (êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñóáãàóññîâñêèõ). Îáîçíà÷èì Wij = Xijεi. Òîãäà äëÿ

íèõ ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû σ2ij = Var(Wij) è Kij òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå (83). Ïîñêîëüêó Xij è εi

èìåþò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå ñóáãàóññîâû íîðìû, ñóùåñòâóþò óíèâåðñàëüíûå êîíñòàíòû Cσ, CK òàêèå,

÷òî

σ2ij ≤ Cσ, Kij ≤ CK ∀i, j. (12)

Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà ê ñóììå S
(j)
n =

∑︁n
i=1Wij . Òîãäà äëÿ Zj =

S
(j)
n
n :

P (|Zj | ≥ t) = P
(︂
|S(j)
n | ≥ nt

)︂
≤ 2 exp

⎛⎝− n2t2

2
(︂∑︁n

i=1 σ
2
ij + CKnt

)︂
⎞⎠ .

Òàê êàê
∑︁n

i=1 σ
2
ij ≤ nCσ, ïîëó÷àåì

P (|Zj | ≥ t) ≤ 2 exp

(︃
− n2t2

2 (nCσ + CKnt)

)︃
= 2 exp

(︃
− nt2

2(Cσ + CKt)

)︃
.

Ïðè t ≤ Cσ/CK çíàìåíàòåëü îãðàíè÷åí ñâåðõó, è ìîæíî çàïèñàòü

P(|Zj | ≥ t) ≤ 2 exp(−cnt2)

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c > 0.

Òåïåðü ïðèìåíèì îáúåäèíåíèå ïî êîîðäèíàòàì (union bound):

P(∥Z∥∞ ≥ t) ≤
p∑︂
j=1

P(|Zj | ≥ t) ≤ 2p e−cnt
2
.

82



Âûáåðåì t = C0

√︂
log p
n ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòîé C0 > 0. Òîãäà

P

(︄
∥Z∥∞ ≥ C0

√︃
log p

n

)︄
≤ 2pe−cC

2
0 log p = 2p1−cC

2
0 . (84)

Åñëè cC2
0 > 1, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè p→∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

∥Z∥∞ = OP

(︄√︃
log p

n

)︄
.

Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè log p = o(n), ïðèìåíåíèå ëåììû Áîðåëÿ�Êàíòåëëè ïîçâîëÿåò óñèëèòü âûðàæå-

íèå äî îãðàíè÷åííîñòè ïî÷òè íàâåðíîå:

∥Z∥∞ = Oï.í.

(︄√︃
log(p ∨ n)

n

)︄
.

Ïóñòü ìû õîòèì ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê 1, äëÿ íåêîòîðîãî λ > 0 âûïîëíÿåòñÿ

∥Z∥∞ ≤
λ

2
.

Èç (84) ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî âçÿòü

λ = 2C0

√︃
log(p ∨ n)

n
, (19)

ãäå êîíñòàíòà C0 âûáðàíà òàê, ÷òî cC
2
0 > 1. Â òàêîì ñëó÷àå

P

(︃
∥Z∥∞ ≤

λ

2

)︃
≥ 1− 2p1−cC

2
0 → 1.

Òàêîé âûáîð λ íàçûâàþò îïòèìàëüíîé ñêîðîñòüþ äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ðåãóëÿðèçàöèîííûõ

ìåòîäîâ (òàêèõ êàê LASSO), ãäå òðåáóåòñÿ äîìèíèðîâàíèå ãðàäèåíòíîãî øóìà. Â êîíòåêñòå ðåãðåññèé λ

âûñòóïàåò êàê çíà÷åíèå øòðàôà, êîòîðîå êîíòðîëèðóåò ñëîæíîñòü ìîäåëè.

9.5 Ìåòîä LASSO è post-LASSO

LASSO (îò àíãë.: least absolute shrinkage and selection operator; â ñâîáîäíîì ïåðåâîäå � îïåðàòîð ñæàòèÿ

è îòáîðà ñ îãðàíè÷åíèåì íà àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ) � ýòî ìåòîä îöåíêè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè, ïðè

êîòîðîì öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ñóììû êâàäðàòîâ îñòàòêîâ äîïîëíÿåòñÿ øòðàôîì, ïðîïîðöèîíàëüíûì L1-íîðìå

âåêòîðà ïàðàìåòðîâ. Ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí Ô. Ñàíòîçîé è Â. Ñàéìñîì â 1986 ãîäó32 è ïîçæå Ð. Òèáøè-

ðàíè,33 ïðåäëîæèâøèì åãî ñîâðåìåííîå íàçâàíèå. Ìåòîä LASSO ôîðìàëüíî ðåøàåò çàäà÷è ðåãóëÿðèçàöèè

è àâòîìàòè÷åñêîãî îòáîðà ïåðåìåííûõ, ïîçâîëÿÿ îöåíèâàòü íåïàðàìåòðè÷åñêóþ êîìïîíåíòó ðåãðåññèé, óäî-

âëåòâîðÿÿ òèïè÷íûì òðåáîâàíèÿì íà ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ îøèáîê ïðîãíîçà (77). Êðîìå

òîãî, äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, êàê ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü âûáîð è îöåíêó ìîäåëè äëÿ

îöåíêè ýôôåêòà âîçäåéñòâèÿ, èçáåãàÿ ïðîáëåìû íåðàâíîìåðíîé èíôåðåíöèè ïî Ëèáó-Ïîò÷åðó. Îïèñàíèå

32Santosa F., Symes W. W. (1886). Linear inversion of band-limited re�ection seismograms. SIAM Journal on Scienti�c and Statistical
Computing. 7: 1307�1330.

33Tibshirani, R. (1996). Regression Shrinkage and Selection via the Lasso. Journal of the Royal Statistical Society. Series B
(Methodological). 58: 267�288.
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ñâîéñòâ ìåòîäà LASSO îñíîâàíî íà ìàòåðèàëàõ êíèãè ×åðíîæóêîâà è äð.34

Ïóñòü ïðîöåññ ïîðîæäàþùèé äàííûå (DGP) èìååò âèä

Yi = g(Zi) + εi, E(εi | Zi) = 0, V(εi | Zi) = σ2.

ãäå Zi � k-ìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, g(·) � íåèçâåñòíàÿ (èçìåðèìàÿ) ôóíêöèÿ, εi � îøèáêè ìîäåëè.

Èññëåäîâàòåëþ äîñòóïíà ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà {(Yi, Zi)}ni=1, è òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïðåäèêòèâíóþ ìîäåëü

Ŷ (Z). Â ðàìêàõ ìåòîäà LASSO ýòà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé (ïî ïàðàìåòðàì) è èìååò âèä

Ŷ = X⊤β̂,

ãäå X � n × p ìàòðèöà òåõíè÷åñêèõ ðåãðåññîðîâ, êàæäûé ñòîëáåö â êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé èçâåñòíîé

ôóíêöèåé îò ñòîëáöîâ àíàëîãè÷íîé n × k ìàòðèöû ðåàëèçàöèé Z; èäåÿ òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ çàêëþ÷àåò-

ñÿ â àïïðîêñèìàöèè íåèçâåñòíîé ôóíêöèè g(·) ñ ïîìîùüþ ðÿäà g(Zi) ≈
∑︁p

j=1 β0jXij . Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì,

÷òî âñå âåêòîðà-ñòîëáöû ìàòðèöû X öåíòðèðîâàíû è íîðìèðîâàíû. Ðàçìåðíîñòü âåêòîðà β0, íåîáõîäèìàÿ

äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî áîãàòîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, ìîæåò áûòü âåëèêà, è â ðàìêàõ LASSO

îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî p ≫ n. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è áëàãîïðèÿòñòâóåò ïåðåîáó÷åíèþ ìîäåëè, ïî-

ýòîìó ïðè îöåíêå òðåáóåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå L1 � ðåãóëÿðèçàöèè,

ÿâëÿþùåéñÿ îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ LASSO, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âåêòîð îöåíîê β̂ ìîæåò îêàçàòüñÿ

ðàçðåæåííûì � òî åñòü, îòëè÷àòüñÿ îò íóëåâîãî âåêòîðà ëèøü íà íåáîëüøîì ÷èñëå êîîðäèíàò. Åñòåñòâåí-

íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òàêîé ìåòîä îöåíèâàíèÿ õîðîøî ñî÷åòàåòñÿ ñ ðàçðåæåííûìè ïðîöåññàìè ïîðîæäåíèÿ

äàííûõ: ïóñòü ∃β0 ∈ Rp, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

Yi = Xiβ0 + ui, cov(Xi, ui) = 0, β0j ̸= 0 òîëüêî äëÿ j ∈ A, |A| = s≪ p. (85)

Èíîãäà âìåñòî (85) èñïîëüçóåòñÿ áîëåå ñëàáîå ïðåäïîëîæåíèå î ïðèáëèæåííîé ðàçðåæåííîñòè.35 Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò íóëÿ ëèøü êîîðäèíàòû β0, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåí-

òàì ìíîæåñòâà A ⊂ {1, . . . , p}, è |A| = s.

Ôóíêöèÿ ïîòåðü:

L(b) =
n∑︂
i=1

(Yi −X⊤
i b)

2 +
λ

n

k∑︂
j=1

|bj | (86)

Îáîçíà÷èì Q(b) =
∑︁n

i=1(Yi −X⊤
i b)

2, òîãäà îöåíêà èìååò âèä β̂ = argminb
{︁
Q(b) + λ

n∥b∥1
}︁
.

Â îòëè÷èå îò ÌÍÊ è íåêîòîðûõ äðóãèõ ìåòîäîâ, ó îöåíîê LASSO íåò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, îäíàêî

ôóíêöèÿ ïîòåðü ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé (ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âûïóêëûõ ôóíêöèé), ÷òî ïîçâîëÿåò ýô-

ôåêòèâíî íàõîäèòü îöåíêè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.36 Êðîìå òîãî, â ñèëó âûïóêëîñòè, îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå

ôóíêöèè ïîòåðü âñåãäà óíèêàëüíî.

Óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ (86), çàïèñàííîå â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå:

X⊤(Y −Xβ̂) = λb, (87)

34Chernozhukov V., Hansen C. B., Kallus N., Spindler M., Syrgkanis V. Causal Machine Learning. Cambridge, MA : MIT Press, [â
ïå÷àòè]. Äîñòóïåí ïðåïðèíò arXiv:2206.15475.

35×àñòî èñïîëüçóþò |β0|(j) ≤ Cj−a, C ∈ R, a > 0.5.
36Â ñëó÷àå îðòîíîðìèðîâàííûõ ðåãðåññîðîâ, ìîæíî çàïèñàòü β̂ = Sλ(X

⊤Y ), ãäå Sλ(a) = sign(a)(|a| − λ)+ � îïåðàòîð ìÿãêîãî
ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, ïðèìåíÿåìûé ê âåêòîðó X⊤Y ïîêîîðäèíàòíî.
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ãäå b ∈ ∂∥β̂∥1 � ñóáãðàäèåíò L1-íîðìû â òî÷êå β̂. Êîîðäèíàòû âåêòîðà b èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

bj ∈

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
{+1} β̂j > 0

{−1} β̂j < 0

[−1, 1] β̂j = 0

j ∈ {1, . . . , p}. (88)

Èç (89) è (91) ïîëó÷àåì, ÷òî îïòèìàëüíûé ñóáãðàäèåíò b âñåãäà óíèêàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè β̂;

â ÷àñòíîñòè � â ñèòóàöèè, êîãäà ìîäåëü LASSO èìååò íåóíèêàëüíîå ðåøåíèå, çíàêè íåíóëåâûõ êîîðäèíàò â

îöåíêàõ äîëæíû ñîâïàäàòü.

Äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ ìåòîäà LASSO, ïîêàæåì ðàçðåæåííîñòü îöåíîê LASSO è ïîñòðîèì îãðàíè÷åíèå íà

ðàçíîñòü ìåæäó ïðîãíîçîì ìîäåëè è îïòèìàëüíûì ïðîãíîçîì Xβ0. Â ñèëó îïòèìàëüíîñòè β̂, âûïîëíÿåòñÿ

L(β̂) ≤ L(β0)⇒ Q(β̂) +
λ

n
∥β̂∥1 ≤ Q(β0) +

λ

n
∥β0∥1 ⇒ Q(β̂)−Q(β0) ≤

λ

n
(∥β0∥1 − ∥β̂∥1). (89)

Îáîçíà÷èì v = β̂ − β0 è ∇Q(b) = −2
∑︁n

i=1Xi(Yi −X⊤
i b) � ãðàäèåíò ôóíêöèè Q(·) â òî÷êå b. Ýòà ôóíêöèÿ

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, ÷òî äà¼ò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà ∥v∥1:

Q(β̂)−Q(β0) ≥ ⟨∇Q(β0), β̂ − β0⟩ = −⟨−∇Q(β0), v⟩ ≥ −∥ −∇Q(β0)∥∞∥v∥1. (90)

Ãèïåðïàðàìåòð λ âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü P
(︁
λ
n ≥ 2∥ − ∇Q(β0)∥∞

)︁
≥ 1− a. Â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ

òåîðåòè÷åñêóþ îöåíêó ìîæíî ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà êîíöåíòðàöèè ìåðû. Òàê, â ðÿäå ðàáîò37

ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü λ = σ
√
n ln p, â ðàáîòå Áåëëîíè è ×åðíîæóêîâà38 λ ïðîïîðöèîíàëåí (1 − a)-

êâàíòèëþ áóòñòðàï-ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìû ãðàäèåíòà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êâàäðàòîâ îñòàòêîâ ∥ − 2
n∇Q(β̂∗)∥∞,

à â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ λ, êàê ïðàâèëî, âûáèðàþò, ìàêñèìèçèðóÿ êà÷åñòâî ïðîãíîçîâ ìîäåëè ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì êðîññ-âàëèäàöèè,

Â òàêîì ñëó÷àå, ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ âûïîëíÿåòñÿ

λ

n
(∥β0∥1 − ∥β̂∥1) ≥ −∥ −∇Q(β0)∥∞∥v∥1 ≥ −

λ

2n
∥v∥1 ⇒ ∥β̂∥1 ≤ ∥β0∥1 +

1

2
∥v∥1 (91)

Ïåðåïèøåì (91), âûäåëÿÿ èç ðàññìàòðèâàåìûõ âåêòîðîâ ïîäâåêòîðà ñ èíäåêñàìè èç A è A, è èñïîëüçóÿ

β0i = 0 ïðè i ∈ A:

∥β̂∥1 = ∥v + β0∥1 = ∥vA + βA0 ∥1 + ∥vA∥1 ≤ ∥βA0 ∥1 +
1

2
∥vA∥1 +

1

2
∥vA∥1 ⇒

⇒ 1

2
∥vA∥1 ≤

1

2
∥vA∥1 + ∥βA0 ∥1 − ∥vA + βA0 ∥1 ≤

3

2
∥vA∥1,

ãäå â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå èñïîëüçîâàëîñü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

∥βA0 ∥1 − ∥vA + βA0 ∥1 ≤ ∥βA0 − vA + βA0 ∥1 = ∥vA∥1.

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò ∥vA∥1 ≤ 3∥vA∥1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðà v = β̂ − β0,
îòëè÷àþùèåñÿ îò íóëÿ, îòíîñÿòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî ê ìíîæåñòâó A.

37Bickel P. J., Ritov Y., Tsybakov A. B. (2009). Simultaneous analysis of Lasso and Dantzig selector. Annals of Statistics. 37:
1705-1732, à òàêæå Greenshtein E., Ritov Y. (2004). Persistence in high-dimensional linear predictor selection and the virtue of
overparametrization. Bernoulli. 10: 971-988.

38Belloni A., Chernozhukov V. (2013). Least squares after model selection in high-dimensional sparse models. Bernoulli. 19: 521-547.
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Äëÿ àíàëèçà îøèáîê ïðîãíîçà (RMSE) çàâèñèìîé ïåðåìåííîé â ìåòîäå LASSO òðåáóåòñÿ ââåäåíèå íåêî-

òîðûõ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè íà êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ðåãðåññîðîâ: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî

Z ⊂ X : dim(Z) ≤ s logn âûïîëíÿåòñÿ

lim
n→∞

sup
∥a∥=1

⃓⃓⃓
a⊤
(︂
En
[︂
ZZ⊤

]︂
− E

[︂
ZZ⊤

]︂)︂
a
⃓⃓⃓
= 0, (92)

0 < C1 ≤ inf
∥a∥=1

a⊤E
[︂
ZZ⊤

]︂
a ≤ C2 <∞, (93)

ãäå C1 è C2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, En � ñðåäíåå ïî ñëó÷àéíîé âûáîðêå ðàçìåðîì n.

Äàëåå, ïóñòü X̃ � íîâûé íàáîð ðåãðåññîðîâ; âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå RMSE â ýòîé òî÷êå ïðè ôèêñè-

ðîâàííîé îáó÷àþùåé âûáîðêå:

RMSE =

√︂
E[(X̃⊤β̂ − X̃⊤β0)2 | X] =

√︂
Ẽ[(β̂ − β0)⊤X̃X̃⊤(β̂ − β0) | X] =

√︂
v⊤E(X̃X̃⊤)v ≤ C2∥v∥2. (94)

Ôóíêöèÿ Q(b) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé, ïîýòîìó òî÷íî ðàâíà ñâîåìó ðÿäó Òåéëîðà

Q(β̂)−Q(β0) = ⟨∇Q(β0), v⟩+ v⊤[En(XX⊤)]v ≥ −∥ −∇Q(β0)∥∞∥v∥1 + Ĉ1∥v∥22, (95)

ãäå Ĉ1 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, îãðàíè÷èâàþùàÿ ìèíèìàëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû En(XX⊤); å¼

ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóåò èç (92) è (93) ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

Èç íåðàâåíñòâà (89) ìîæíî ïîëó÷èòü (ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà) λ
n∥v∥1 ≥ Q(β̂) − Q(β0), ÷òî

âìåñòå ñ (95) è óñëîâèåì λ
n ≥ ∥∇Q(β0)∥∞ äà¼ò (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1-a) íåðàâåíñòâî

λ

n
∥v∥1 ≥ Q(β̂)−Q(β0) ≥ −

λ

2n
∥v∥1 + Ĉ1∥v∥22 ⇒ ∥v∥22 ≤

3λ

2Ĉ1n
∥v∥1.

Äàëåå, ïîñêîëüêó âåêòîð v èìååò ïðåèìóùåñòâåííî íóëåâûå êîîðäèíàòû âíå A, òî åãî L2 è L1 íîðìû

äîëæíû îòëè÷àòüñÿ ïðèìåðíî â
√
s ðàç:

∥v∥1 =
⃦⃦
vA
⃦⃦
1
+
⃦⃦
vA
⃦⃦
1
≤ 4

⃦⃦
vA
⃦⃦
1
≤ 4
√
s
⃦⃦
vA
⃦⃦
2
≤ 4
√
s∥v∥2, (96)

ãäå èñïîëüçîâàëîñü íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ∥vA∥1 = ⟨|vA|, 1s⟩ ≤ ∥1s∥2∥vA∥2 =
√
s∥vA∥2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî íà âòîðóþ íîðìó âåêòîðà v:

∥v∥2 ≤
6λ

Ĉ1n

√
s⇒ RMSE ≤ 6λC2

Ĉ1n

√
s ≈ C

√︃
s ln p

n
, (97)

÷òî, ïðè äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ðàñòóùèõ ïî n çíà÷åíèÿõ s è p îáåñïå÷èâàåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê íóëþ

ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ ïðîãíîçà îò îïòèìóìà, äîñòàòî÷íóþ äëÿ ïðèìåíåíèÿ â ìåòîäå Ðîáèíñîíà,

(77).

Ïîìèìî ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçîâ, ìåòîä LASSO ìîæíî ïðèìåíÿòü è äëÿ âûáîðà ìîäåëè. Â ýòîì ñëó÷àå èç

èñõîäíîãî íàáîðà òåõíè÷åñêèõ ðåãðåññîðîâ îòáèðàþòñÿ òå, äëÿ êîòîðûõ îöåíêà îêàçàëàñü íåíóëåâîé. Â îäíîé

èç ðàçíîâèäíîñòåé ìåòîäà � post-LASSO, ýòè ðåãðåññîðû äàëåå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíêè ëèíåéíîé ìîäåëè ñ

ïîìîùüþ ÌÍÊ.

Òåîðåìà 9.5. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé ìîäåëè âûáîð ñîñòîÿòåëåí, òî åñòü P(Â ⊇ A) → 1, ãäå Â � íàáîð

(èíäåêñîâ) ðåãðåññîðîâ, âûáðàííûõ LASSO, à A � èñòèííûé íîñèòåëü β0 (èëè åãî ðàçðåæåííàÿ àïïðîêñè-
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ìàöèÿ). Êðîìå òîãî, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ïðîãíîçà post-LASSO îòíîñèòåëüíî îðàêóëà íà íîâîì

íàáëþäåíèè èìååò àñèìïòîòèêó s
n + o

(︂
s
n

)︂
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì δ = β̂−β0. Èç óðàâíåíèé (89), (91) è âûðàæåíèÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî λ ñëåäóåò,
÷òî ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ âûïîëíÿåòñÿ

∥v∥1 ≤
24sσ

√
ln p

Ĉ1
√
n

. (98)

Äëÿ ëþáîãî j ∈ A

|β̂j | = |β0j + vj | ≥ |β0j | − |vj | ≥ βmin − |vj |, ãäå βmin = min
i∈A

β0.

Òàê êàê |vj | ≤ ∥v∥1, ïîëó÷àåì |β̂j | ≥ βmin − ∥v∥1, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ∥v∥1 < βmin, òî äëÿ âñåõ j ∈ A

|β̂j | > 0, òî åñòü A ⊆ Â. Ïîñêîëüêó LASSO ñ îïòèìàëüíî âûáðàííûì λ ãàðàíòèðóåò ∥v∥1 −−−→
n→∞

0, òî ïðè âñåõ

äîñòàòî÷íî âûñîêèõ n ñ ïðîèçâîëüíî âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ A ⊂ Â.
Äàëåå, îáîçíà÷èì çà X̃ p × 1 âåêòîð íîâûõ íàáëþäåíèé, íåçàâèñèìûé îò îáó÷àþùåé âûáîðêè. Íèæíèì

èíäåêñîì A áóäåì îáîçíà÷àòü ïåðåõîä ê ïîäâåêòîðó/ïîäìàòðèöå ñ èíäåêñàìè èç A. Â ÷àñòíîñòè, XA � n× s
ïîäìàòðèöà ðåãðåññîðîâ ñî ñòîëáöàìè èç A,39 ΣAA := E[X̃AX̃

⊤
A ] � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòüþ

s× s, à β̂A � ïîäâåêòîð post-LASSO îöåíêè.

Óñëîâíî íà îáó÷àþùåé âûáîðêå, òî åñòü íà X è Y , âåêòîð δ := β̂A − β0,A ôèêñèðîâàí. Òîãäà ñðåäíåå

çíà÷åíèå îøèáêè ïðîãíîçà èìååò âèä

Er2
Ỹ
:= E

(︁
X̃⊤(β̂ − β0)

)︁2
= E

[︂
E
[︁
(X̃⊤

A δ)
2 | X,Y

]︁]︂
= E[δ⊤ΣAAδ].

Ïðåîáðàçîâàíèå ÷åðåç ñëåä:

E
[︂
δ⊤ΣAAδ

]︂
= E

[︂
tr
(︂
ΣAAδδ

⊤
)︂]︂

= tr
(︂
ΣAAE[δδ⊤]

)︂
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî δ = (X⊤
AXA)

−1X⊤
A ε, ïðè ãîìîñêåäàñòè÷íûõ îøèáêàõ E[δδ⊤ | XA] = σ2(X⊤

AXA)
−1, ñëåäîâà-

òåëüíî

Er2
Ỹ
= σ2E tr

(︂
ΣAA(X

⊤
AXA)

−1
)︂
.

Â ñèëó ÇÁ× tr
(︁
ΣAAn(X

⊤
AXA)

−1
)︁ p−→ s, ïîýòîìó

tr
(︂
ΣAA(X

⊤
AXA)

−1
)︂
=
s

n
+ op

(︂ s
n

)︂
.

Åñëè LASSO âûáðàåò äîïîëíèòåëüíî ê èñòèííûì ïåðåìåííûì r � ëîæíûõ, òî ïðè r = o(s) ñêîðîñòü

îñòà¼òñÿ îðàêóëüíîé:

Er2
Ỹ
=
σ2s

n
+ o

(︂ s
n

)︂
.

9.6 Ìåòîä äâîéíîãî LASSO

Â ðàáîòå Áåëëîíè è äð.40 ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî èíñòðóìåíòà, áûë ïðåäëîæåí

ìåòîä äâîéíîãî âûáîðà/äâîéíîãî LASSO äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ îöåíîê ñòðóêòóðíûõ

39Ïðè¼ì ñ çàíóëåíèåì ñòîëáöîâ çäåñü íåóäîáåí, òàê êàê äàëåå ïîòðåáóåòñÿ îáðàùàòü ìàòðèöó Ãðàìà X⊤
AXA.

40Belloni, A., Chen D., Chernozhukov, V., Hansen, C. (2012). Sparse Models and Methods for Optimal Instruments with an Application
to Eminent Domain. Econometrica. 80: 2369-2429.
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ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé. Îñîáåííîñòüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ îòáîð ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû LASSO ïå-

ðåìåííûõ êàê äëÿ çàâèñèìîé, òàê è äëÿ îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ. Àâòîðû îáíàðóæèëè, ÷òî ïðåäëîæåííûé

ìåòîä áëèçîê ïî ñâîåé èäåå ê ïðîöåäóðå îðòîãîíàëèçàöèè Íåéìàíà, è â áîëåå ïîçäíèõ ðàáîòàõ ïðåäëîæèëè

îáîáùåíèå � ìåòîä äâîéíîãî ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðàçíîîáðàçíûå ìåòîäû

ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé âíóòðè êàóçàëüíîé ìîäåëè.

Ìîäåëü èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Yi = θ0Di +X⊤
i β0 + εi,

ãäå Di � ýíäîãåííàÿ ïåðåìåííàÿ âîçäåéñòâèÿ, äëÿ êîòîðîé èìååòñÿ áîëüøîé íàáîð èíñòðóìåíòîâ Zi (ïîòåí-

öèàëüíî pz ≫ n), è îïòèìàëüíûé èíñòðóìåíò � D∗
i = E[Di | Zi, Xi]. Îøèáêà îñíîâíîé ìîäåëè îáëàäàåò

ñâîéñòâîì E[εi | Zi, Xi] = 0.

Àëãîðèòì èìååò ñëåäóþùèé âèä:

� LASSO-ðåãðåññèÿ D íà (X,Z) äà¼ò íàáîð îöåíîê π̂ è ïðåäñêàçàííûé îïòèìàëüíûé èíñòðóìåíò

D̂i = X⊤
i π̂x + Z⊤

i π̂z.

� Äâîéíîé îòáîð êîíòðîëåé: ñ ïîìîùüþ LASSO-ðåãðåññèè Y íà (D̂,X) îòáèðàåòñÿ ìíîæåñòâî ðåãðåññîðîâ

ñ èíäåêñàìè Ây, è òàêæå LASSO-ðåãðåññèåé D íà X îòáèðàþòñÿ ðåãðåññîðû ñ èíäåêñàìè Âd, ïîñëå ÷åãî

ýòè íàáîðû îáúåäèíÿþòñÿ: Â = Ây ∪ Âd. Îáîçíà÷èì çà XÂ ïîäìàòðèöó X ñ ñòîëáöàìè ñ èíäåêñàìè èç

Â.

� Ñòðîèòñÿ 2SLS-îöåíêà, ãäå D èíñòðóìåíòèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ D̂, à â êà÷åñòâå êîíòðîëüíûõ ïåðåìåííûõ

èñïîëüçóþòñÿ XÂ:

θ̃ = (D̂⊤QÂD)−1D̂⊤QÂY, (99)

ãäå D̂ = (D̂1, . . . , D̂n)
⊤, QÂ = I −XÂ(X

⊤
Â
XÂ)

−1X⊤
Â
.

Òåîðåìà 9.6. Â ïðåäñòàâëåííîì àëãîðèòìå äâîéíîãî LASSO ïðè óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè îöåíêà θ ÿâëÿåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî.
√
n(θ̃ − θ0) =

(︂ 1
n
D̂⊤QÂD

)︂−1 1√
n
D̂⊤QÂε, (100)

ïîñêîëüêó íà ñîáûòèè Â ⊇ A âûïîëíåíî QÂXβ0 = 0.

Óäîáíî ïðåäñòàâèòü D̂ êàê D∗ + V̂ , ãäå D∗ = Xγ0 + Zπ0 � èñòèííûé îïòèìàëüíûé èíñòðóìåíò, V̂ =

Z(π̂ − π0) +X(π̂x − γ0) � îøèáêà ïðåäñêàçàíèÿ LASSO.
Äëÿ çíàìåíàòåëÿ: 1

nD̂
⊤QÂD

p−→ B = E[D̃⊥
i ]

2, ãäå D̃⊥
i � îñòàòêè îò ðåãðåññèè èñòèííîãî îïòèìàëüíîãî

èíñòðóìåíòà D∗
i íà XÂ. Êîìïîíåíòû, ñîäåðæàùèå V̂ , ïî ñâîéñòâàì LASSO èìåþò ïîðÿäîê op(1), ïîýòîìó

çàíóëÿþòñÿ â ïðåäåëå.

Äëÿ ÷èñëèòåëÿ: 1√
n
D̂⊤QÂε =

1√
n
(D∗)⊤QÂε+

1√
n
V̂ ⊤QÂε. Âòîðîå ñëàãàåìîå ðàñêëàäûâàåòñÿ êàê

(π̂ − π0)⊤
Z⊤QÂε√

n
+ àíàëîã äëÿ x.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Õ¼ôäèíãà/ñóáãàóññîâîñòü, ∥Z⊤QÂε/
√
n∥∞ = Op(

√︁
log(pz + p)), è ∥π̂ − π0∥1 =

Op(sπ
√︁
log(pz + p)/n), ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî ñëàãàåìîå åñòü Op(sπ log(pz+p)/

√
n) = op(1) ïðè óñëîâèè sπ log(pz+

p) = o(
√
n).
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Òàêèì îáðàçîì,
√
n(θ̃ − θ0) = B−1 1√

n

n∑︂
i=1

D̃⊥
i εi + op(1),

ãäå D̃⊥
i εi � í.î.ð. ñëàãàåìûå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé E[(D̃⊥

i )
2ε2i ]. Ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå

ïîëó÷àåì
√
n(θ̃ − θ0)

d−→ N
(︂
0, B−2E[(D̃⊥

i )
2ε2i ]

)︂
.

Ïðè ãîìîñêåäàñòè÷íîñòè E[ε2i | Zi, Xi] = σ2 äèñïåðñèÿ óïðîùàåòñÿ äî σ2B−1. Ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè B̂ è σ̂2

ïîëó÷àþòñÿ ïîäñòàíîâêîé: B̂ = 1
nD̂

⊤QÂD̂, σ̂
2 = 1

n−|Â|−1

∑︁
ε̂2i , ãäå ε̂i � îñòàòêè íà ïîñëåäíåì ýòàïå ïðîöåäóðû.

□

Ñâÿçü ïðåäñòàâëåííîãî ìåòîäà ñ èäååé îðòîãîíàëèçàöèè ìîìåíòíîãî óñëîâèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: ïóñòü η0 :=
(︁
βY X , γ

⊤
DX

)︁⊤
� âåêòîð ïîïóëÿöèîííûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ïðè X â LASSO-

ìîäåëÿõ Y íà D̂,X è D íà X ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþùèéñÿ ìåøàþùèì ïàðàìåòðîì, à η :=
(︂
β̂Y X , γ̂

⊤
DX

)︂⊤
�

åãî çíà÷åíèå â íàáëþäàåìîé âûáîðêå, êîòîðîå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âûðàæåíèÿ θ̂ = θ̂(η):

Y̌ (η) = Y −X⊤η1, Ď(η) = D −X⊤η2.

Îöåíêó θ̂(η) ìîæíî âûðàçèòü, êàê ðåøåíèå âûáîðî÷íîãî ìîìåíòíîãî óñëîâèÿ

M̂(t, η) := En
[︁(︁
Y̌ (η)− tĎ(η)

)︁
Ď(η)

]︁
= 0,

ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîïóëÿöèîííîìó óñëîâèþ

M(t, η) := E
[︁(︁
Y̌ (η)− tĎ(η)

)︁
Ď(η)

]︁
= 0, (101)

çàäàþùåìó íåÿâíóþ ôóíêöèþ θ(η). Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà äâîéíîãî âûáîðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ïî-

ïóëÿöèîííîì ïðåäåëå àëãîðèòì îáó÷åíèÿ θ(η) íå÷óâñòâèòåëåí â ïåðâîì ïîðÿäêå ê îòêëîíåíèÿì çíà÷åíèé

ìåøàþùåãî ïàðàìåòðà îò ñâîåãî èñòèííîãî çíà÷åíèÿ η0. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ∂
∂ηθ(η

0) = 0, ïîñêîëüêó

∂

∂η
t
(︁
η0
)︁
= − ∂

∂t
M
(︁
t, η0

)︁−1 ∂

∂η
M
(︁
t, η0

)︁
,

ïðè÷¼ì
∂

∂η
M
(︁
θ, η0

)︁
=
(︂ ∂

∂η1
M
(︁
θ, η0

)︁
,
∂

∂η2
M
(︁
θ, η0

)︁)︂
,

ãäå
∂

∂η1
M
(︁
θ, η0

)︁
= −E

[︁
XĎ

(︁
η0
)︁]︁

= −E
[︁
X
(︁
D −X⊤γDX

)︁]︁
= 0,

ïîñêîëüêó ïðåäñêàçàíèÿ ìåòîäîì LASSO ñõîäÿòñÿ â ïðåäåëå ê íàèëó÷øåìó, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå,

ïðîãíîçó.

Àíàëîãè÷íî,
∂

∂η2
M
(︁
θ, η0

)︁
= −E

[︁
XY̌ (η0)

]︁
+ 2E

[︁
θXĎ(η0)

]︁
= 0,

ïîñêîëüêó â ïåðâîé êîìïîíåíòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áåðåòñÿ îò ïðîèçâåäåíèÿ X íà îðòîãîíàëüíóþ ê

X âåëè÷èíó, à âòîðàÿ êîìïîíåíòà àíàëîãè÷íà âûðàæåíèþ, ðàññìîòðåííîìó â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.
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9.7 Ìåòîä äâîéíîãî ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ

Èíòåðåñóþùèé èññëåäîâàòåëÿ ïàðàìåòð θ0 ∈ R, îïðåäåëÿåòñÿ ìîìåíòíûì óñëîâèåì

E[ψ(W ; θ0, η0)] = 0,

ãäåW � íàáëþäàåìûå äàííûå, η � (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîìåðíûå) ìåøàþùèå ïàðàìåòðû, à ψ � îðòîãîíàëüíàÿ

ïî Íåéìàíó ñêîð-ôóíêöèÿ:

∂ηE[ψ(W ; θ0, η0)](η − η0) = 0, ∀η. (102)

Àëãîðèòì îöåíêè â äâîéíîì ìàøèííîì îáó÷åíèè:

� Ðàçáèâàåì âûáîðêó ðàçìåðà n íà K áëîêîâ;

� Äëÿ êàæäîãî áëîêà k íà äàííûõ âíå áëîêà îöåíèâàåì η̂k ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîëüíîãî ML-àëãîðèòìà

(ÿäåðíàÿ ðåãðåññèÿ, LASSO, ñëó÷àéíûå ëåñà, íåéðîñåòè è ò. ä.);

� Íà k-ì áëîêå âû÷èñëÿåì îöåíêó θ̂ êàê ðåøåíèå

1

|Ik|
∑︂
i∈Ik

ψ(Wi; θ̂, η̂k) = 0.

� Ôèíàëüíàÿ DML-îöåíêà θ̃ ïîëó÷àåòñÿ óñðåäíåíèåì ðåøåíèé èëè (÷àùå) êàê ðåøåíèå åäèíîãî âûáîðî÷-

íîãî óðàâíåíèÿ ñ óñðåäí¼ííîé ñêîð-ôóíêöèåé (DML2):

1

n

K∑︂
k=1

∑︂
i∈Ik

ψ(Wi; θ̃, η̂k) = 0. (103)

Óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ ìåòîäà:

� Äàííûå (Wi) íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû;

� θ0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà;

� ψ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî θ â îêðåñòíîñòè θ0 ñ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè ïðîèç-

âîäíûìè. Çíà÷åíèå J0 = E[∂θψ(W ; θ0, η0)] íå ðàâíî íóëþ;

� Âûïîëíåíî óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ïî Íåéìàíó (102);

� Îöåíêè ìåøàþùèõ ïàðàìåòðîâ ñõîäÿòñÿ ñ äîñòàòî÷íîé ñêîðîñòüþ: ∥η̂k − η0∥P,2 = op(n
−1/4), ãäå ∥ · ∥P,2

� L2(P )-íîðìà.

Òåîðåìà 9.7. Îöåíêà, ïîëó÷àåìàÿ ïðåäñòàâëåííûì àëãîðèòìîì ïðè çàäàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàçëîæèì óðàâíåíèå (103) â òî÷êå θ0:

0 =
1

n

∑︂
k,i

ψ(Wi; θ0, η0) +
1

n

∑︂
k,i

(︁
ψ(Wi; θ̃, η̂k)− ψ(Wi; θ0, η0)

)︁
.
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Âòîðîå ñëàãàåìîå ëèíåàðèçóåì:

ψ(W ; θ̃, η̂)− ψ(W ; θ0, η0) = ∂θψ(W ; θ0, η0)(θ̃ − θ0)⏞ ⏟⏟ ⏞
a

+
(︁
ψ(W ; θ0, η̂)− ψ(W ; θ0, η0)

)︁
)⏞ ⏟⏟ ⏞

b

+R,

ãäå R âêëþ÷àåò ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ïî (θ̃ − θ0) è (η̂ − η0). Áëàãîäàðÿ îðòîãîíàëüíîñòè (102) ëèíåéíûé

÷ëåí b èìååò íóëåâîå ñðåäíåå ïðè óñðåäíåíèè ïî W , è â êðîññ-ôèò ñõåìå åãî âêëàä â ñóììó èìååò ïîðÿäîê

Op(∥η̂ − η0∥22), à íå Op(∥η̂ − η0∥2). Ïðè íàøåì óñëîâèè íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè op(n
− 1

4 ) ïîëó÷àåì

1√
n

∑︂
[ψ(W ; θ0, η̂)− ψ(W ; θ0, η0)] =

√
nOp(∥η̂ − η0∥2P,2) = op(1).

Òî æå óñëîâèå ñêðûâàåò êâàäðàòè÷íûå îñòàòêè. Â èòîãå

√
n(θ̃ − θ0) = −J−1

0

1√
n

n∑︂
i=1

ψ(Wi; θ0, η0) + op(1).

Ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå Ëåâè,

1√
n

n∑︂
i=1

ψ(Wi; θ0, η0)
d−→ N

(︁
0, Ω0

)︁
, Ω0 = E[ψ(W ; θ0, η0)ψ(W ; θ0, η0)

⊤].

Ñëåäîâàòåëüíî,
√
n(θ̃ − θ0)

d−→ N
(︁
0, (J−1

0 )2Ω0

)︁
.

Îöåíêà äèñïåðñèè ñòðîèòñÿ ïîäñòàíîâêîé: ïî íàéäåííûì çíà÷åíèÿì θ̃, η̂k, âû÷èñëÿþòñÿ

Ĵ =
1

n

∑︂
k,i

∂θψ(Wi; θ̃, η̂k) è Ω̂ =
1

n

∑︂
k,i

ψ(Wi; θ̃, η̂k)ψ(Wi; θ̃, η̂k)
⊤,

è èñïîëüçóåòñÿ àíàëîã ñýíäâè÷-ôîðìóëû. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû ñòðîÿòñÿ ñòàíäàðòíî íà îñíîâå íîðìàëü-

íîé àïïðîêñèìàöèè.

9.8 Çàêëþ÷åíèå

Ìåòîä äâîéíîãî LASSO è áîëåå îáùàÿ ïàðàäèãìà äâîéíîãî ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ (DML) ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé çíà÷èòåëüíûé øàã âïåð¼ä â ïðèêëàäíîì èíñòðóìåíòàðèè, ïîçâîëÿÿ ðåøàòü çàäà÷è ïðè÷èííîãî âû-

âîäà â óñëîâèÿõ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè äàííûõ. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ ïîäõîäîâ, DML ñâîäèò çàäà÷ó

îöåíêè ýôôåêòà ê äâóì çàäà÷àì ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ãèáêèå ML-àëãîðèòìû, ñõîäÿùè-

åñÿ ñî ñêîðîñòüþ ìåäëåííåå n−
1
2 , ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì

√
n-ñîñòîÿòåëüíîñòü è àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü

èòîãîâûõ îöåíîê. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî êîíñòðóêöèÿ DML îïèðàåòñÿ ïðåæäå âñåãî íà îðòîãîíàëüíûå

ìîìåíòíûå óñëîâèÿ è êðîññ-ôèòòèíã, à íå íà êîíêðåòíûé îöåíèâàþùèé àëãîðèòì. Ïîýòîìó èòîãîâûé ñòðóê-

òóðíûé ïàðàìåòð ìîæíî ïîëó÷àòü íå òîëüêî ÷åðåç ëèíåéíóþ ÌÍÊ-ðåãðåññèþ îñòàòêîâ, íî è ñ ïîìîùüþ

GMM, M-îöåíèâàíèÿ, èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ, êâàíòèëüíîé ðåãðåññèè èëè äðóãèõ ìåòîäîâ. Àíàëî-

ãè÷íî, íà ïåðâîì ýòàïå äîïóñòèìî èñïîëüçîâàòü ëþáûå ML-ìåòîäû � LASSO, ridge-ðåãðåññèþ, ñëó÷àéíûé ëåñ,

ãðàäèåíòíûé áóñòèíã, íåéðîñåòè èëè ëîãèñòè÷åñêèå ìîäåëè � ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

îöåíîê ìåøàþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Â ýìïèðè÷åñêîé ïðàêòèêå îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñ âûáîðà êîíêðåòíîãî àëãîðèòìà ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ

äëÿ îöåíêè ìåøàþùèõ ïàðàìåòðîâ, ïîñêîëüêó ðàçëè÷íûå ìîäåëè ìîãóò äàâàòü çàìåòíûé ðàçáðîñ â ïðîãíîçàõ
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íà êîíå÷íûõ âûáîðêàõ. Â äóõå ñîâðåìåííûõ ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèé, îïòèìàëüíûé âûáîð ïåðâè÷íîé ML-

ìîäåëè ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü íà îñíîâå å¼ îøèáêè ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Ïîñêîëüêó àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà

DML îïèðàþòñÿ íà êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé, ñðàâíèâàòü êîíêóðèðóþùèå àëãîðèòìû íåîáõîäèìî

ïî âíåâûáîðî÷íîé ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêå, âû÷èñëåííîé íà êðîññ-âàëèäàöèîííûõ ôîëäàõ. Àëãîðèòì,

äåìîíñòðèðóþùèé íàèìåíüøóþ îøèáêó ïðîãíîçà äëÿ ìåøàþùèõ ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâàåò íàèáîëåå òî÷íîå

óäàëåíèå øóìà è, êàê ñëåäñòâèå, íàèáîëåå íàä¼æåí ïðè îöåíêå ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ.
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10 Ïðèëîæåíèå

Òåîðåìà 10.1. (Òåîðåìà Àëåêñàíäðîâà î õàðàêòåðèçàöèè ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ). Ïóñòü V � òî-

ïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áîðåëåâñêîé ñèãìà-àëãåáðîé B (ïîðîæä¼ííîé âñåìè îòêðûòûìè

ìíîæåñòâàìè V). Ïóñòü (Ω,F , µ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé µ, çàäàííîé íà ñèãìà-àëãåáðå F
èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ Ω. Ñëó÷àéíûé ýëåìåíò â V � ýòî èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ

Y : Ω→ V, Y −1B ⊂ F .

Ñëó÷àéíûé ýëåìåíò Y çàäà¼ò âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó P íà V:

∀B ∈ B, P (B) = µ{ω ∈ Ω : Y (ω) ∈ B}.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Yn;n ≥ 1} ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ íà V, ñõîäÿùóþñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê Y , áóäåì

îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: Yn
d−→ Y , è, êàê îáû÷íî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿò-

íîñòíûå ìåðû Pn íà V ñõîäÿòñÿ ñëàáî ê P � ìåðå, ñîîòâåòñòâóþùåé Y . Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ìåð Pn ê P

îáîçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî è íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà f , çàäàííîãî íà V, âûïîëíÿåòñÿ

lim
n→∞

∫︂
V
f dPn =

∫︂
V
f dP.41

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïðåäëîæåííàÿ À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì, õàðàêòåðèçóåò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü ìåð.

Ïóñòü P è {Pn, n ∈ N} � âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà B(V). Ñëåäóþùèå ïÿòü óñëîâèé ýêâèâàëåíòíû:

(i) Pn ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ìåðå P ;

(ii)
∫︁
V f dPn −−−→n→∞

∫︁
V f dP äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà f : V → R;

(iii) Äëÿ êàæäîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà A ∈ B ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim sup
n→∞

Pn(A) ≤ P (A);

(iv) Äëÿ êàæäîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G ∈ B ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim inf
n→∞

Pn(G) ≥ P (G);

(v) Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ∈ B, òàêîãî, ÷òî P (∂A) = 0 (çäåñü ∂A � ãðàíèöà ìíîæåñòâà A), ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå limn→∞ Pn(A) = P (A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ (i)⇒(ii) î÷åâèäíà. Äîêàæåì èìïëèêàöèþ (ii)⇒(iii). Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì ïðî-

èçâîëüíîå A ∈ B, ε > 0 è ïîñòðîèì (ðàâíîìåðíî) íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë fε : V → R, àïïðîêñèìèðóþùèé
èíäèêàòîð 1A, ðèñ. 15.

fε(x) = max

{︃
0, 1− dist(x,A)

ε

}︃
, dist(x,A) = inf

y∈A
∥x− y∥.

41Åñëè V = R, òî Yn � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, è ïðåäñòàâëåííàÿ çàïèñü ñîîòâåòñòâóåò ñõîäèìîñòè Ef(Yn) ê Ef(Y ).
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Îáîçíà÷èì Aε = {x ∈ V : dist(x,A) ≤ ε}. Òîãäà ∀x ∈ V î÷åâèäíî íåðàâåíñòâî

1A(x) ≤ fε(x) ≤ 1Aε(x)⇒
∫︂
V
1A dPn ≤

∫︂
V
fε dPn ≤

∫︂
V
1Aε dPn. (104)

Èç (104) è ñëàáîé ñõîäèìîñòè Pn ñëåäóåò lim supn→∞ Pn(A) ≤ lim supn→∞
∫︁
V fε dPn =

∫︁
V fε dP . Òàêæå,

ïåðåõîäÿ îò íåðàâåíñòâà ôóíêöèé â (104) ê èíòåãðàëàì ïî P , ïîëó÷àåì

P (A) ≤
∫︂
V
fε dP ≤ P (Aε).

Åñëè A � çàìêíóòîå, òî èç íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ñëåäóåò, ÷òî limε↓0 P (Aε) = P (A), à çíà÷èò,

òàêîé æå ïðåäåë èìååò è
∫︁
V fε dP . Òîãäà, ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî lim supn→∞ Pn(A) ≤

∫︁
V fε dP âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ ëþáîãî ε > 0, òî ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó c ε ↓ 0, ïîëó÷àåì lim supn→∞ Pn(A) ≤ P (A) äëÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Ðèñ. 15: Èíäèêàòîðû ìíîæåñòâ A è Aε, à òàêæå àïïðîêñèìèðóþùàÿ èõ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ fε(x).

Ýêâèâàëåíòíîñòü (iii) è (iv) ëåãêî ïîëó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê äîïîëíåíèÿì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ è ó÷èòûâàÿ,

÷òî lim supn→∞
(︁
1− Pn(A)

)︁
= 1− lim infn→∞ Pn(A) ïðèìåíÿÿ çàêîí äå Ìîðãàíà. Äàëåå, äîêàæåì, ÷òî èç (iii)

è (iv) ñëåäóåò ñâîéñòâî (v). Åñëè A− è A+ � âíóòðåííîñòü è çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A ñîîòâåòñòâåííî, òî èç

óñëîâèé (iii) è (iv) ïîëó÷àåì

PA+ ≥ lim sup
n→∞

PnA
+ ≥ lim sup

n→∞
PnA ≥ lim inf

n→∞
PnA ≥ lim inf

n→∞
PnA

− ≥ PA−. (105)

Åñëè P (∂A) = 0, òî P (A−) = P (A+), è èç (105) ñëåäóåò limn→∞ Pn(A) = P (A).

Äîêàæåì èìïëèêàöèþ (v)⇒(i). Â ñèëó ëèíåéíîñòè èíòåãðàëîâ ïî ìåðå, ìîæíî áåç ïîòåðè îáùíîñòè ñ÷è-

òàòü, ÷òî îãðàíè÷åííûå ôóíêöèîíàëû g : V → R óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 0 < g < 1. Òîãäà ïî òåîðåìå

Ôóáèíè ∫︂
V
g dP =

∫︂
V

∫︂ 1

0
1{g(x)>t}(x, t) dtdP (x) =

∫︂ 1

0

∫︂
V
1{g(x)>t}(x, t) dP (x)dt =

∫︂ 1

0
P{g(x) > t} dt,

è àíàëîãè÷íî ìîæíî âûðàçèòü èíòåãðàë g ïî Pn. Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî â çàäàííûõ óñëîâèÿõ ïðîèñõîäèò∫︂ 1

0
Pn{g(x) > t} dt −−−→

n→∞

∫︂ 1

0
P{g(x) > t} dt. (106)

Ðàçîáüåì [0, 1] íà T è T ′, ãäå ∀t ∈ T P
(︁
∂{g(x) > t}

)︁
= 0 è ∀t ∈ T ′ P

(︁
∂{g(x) > t}

)︁
̸= 0. Äëÿ íåïðåðûâíîãî

g âûïîëíÿåòñÿ ∂{g(x) > t} ⊂ {g(x) = t}, òàê êàê {g(x) < t} è {g(x) > t} ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè

� à çíà÷èò ñîäåðæàò ëþáîé ñâîé ýëåìåíò âìåñòå ñ íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
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P -ìåðà ãðàíèöû ìíîæåñòâà {g(x) > t} ðàâíà íóëþ, âîçìîæíî çà èñêëþ÷åíèåì ñ÷¼òíîãî íàáîðà t � ïîñêîëüêó

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè
∑︁

t P{g(x) = t} ≤ 1, à çíà÷èò, âî-ïåðâûõ, T è T ′ èçìåðèìû ïî

Ëåáåãó, à âî-âòîðûõ, èíòåãðàëû îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé ïî T ′ ðàâíû íóëþ. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ (v) ñëåäóåò

ñõîäèìîñòü Pn
(︁
{g(x) > t}

)︁
ê P

(︁
{g(x) > t}

)︁
íà T , îòêóäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ îò

îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (106).∫︂ 1

0
Pn{g(x) > t} dt −−−→

n→∞

∫︂ 1

0
P{g(x) > t} dt.

□

Òåîðåìà 10.2. (Î ïðåäñòàâëåíèè ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö).

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà n× n, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöó

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : Rn → Rn, âûðàæåííîãî â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà Rn. Òîãäà A ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

A = O⊤ΛO,

ãäå Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, à O⊤ � ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ A, ÿâëÿþùàÿñÿ

îðòîíîðìèðîâàííîé (òî åñòü, O⊤O = In).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Êëþ÷åâûì ñëåäñòâèåì ñèììåòðèè ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî

∀x, y ∈ Rn ⟨Ax, y⟩ = ⟨x,Ay⟩, (107)

ïîñêîëüêó ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðîâ ìîæíî âñåãäà ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîèçâåäåíèå

âåêòîðà-ñòðîêè íà âåêòîð-ñòîëáåö: ⟨Ax, y⟩ = (Ax)⊤y = x⊤A⊤y = x⊤Ay, ïîñêîëüêó A⊤ = A; êðîìå òîãî,

⟨x,Ay⟩ = x⊤Ay.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A çàäà¼ò äåéñòâèå îïåðàòîðà A íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, âûðàæåííûé â ñòàíäàðòíîì

áàçèñå, òî ñâîéñòâî (107) ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íîñòè (ñàìîñîïðÿæåííîñòè) îïåðàòîðà:

∀x, y ∈ Rn ⟨A(x), y⟩ = ⟨x,A(y)⟩.

Äîêàæåì, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà A ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè îò ïðîòèâíîãî.

Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ïîñêîëüêó det(A − λIn) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè n îò λ, òî ó õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà âñåãäà åñòü n êîðíåé, âîçìîæíî êîìïëåêñíûõ. Ïóñòü λ1 ∈ C � êîðåíü óðàâíåíèÿ

det(A− λI) = 0, à v � ñîîòâåòñòâóþùèé êîìïëåêñíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, Av = λ1v.

Âñèëó ñèììåòðèè ñâîéñòâî (107) ìàòðèöû A äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ êîìïëåêñíûõ âåêòîðîâ. Íàïîì-

íèì, ÷òî äëÿ u, v ∈ Cn ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäà¼òñÿ êàê ⟨u, v⟩ =
∑︁n

i=1 uivi, ãäå vi îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíî-

ñîïðÿæåííîå çíà÷åíèå ê vi.

⟨v,Av⟩ = ⟨v, λ1v⟩ =
n∑︂
i=1

viλ1vi = λ1∥v∥2,

⟨Av, v⟩ = ⟨λ1v, v⟩ =
n∑︂
i=1

λ1vivi = λ1∥v∥2.

Ïîýòîìó èç ⟨v,Av⟩ = ⟨Av, v⟩ ñëåäóåò λ1 = λ1, à çíà÷èò λ1 � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, ó

A èìååòñÿ n âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë (íî âîçìîæíî, ÷òî êàêèå-òî èç íèõ èìåþò àëãåáðàè÷åñêóþ
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êðàòíîñòü âûøå åäèíèöû).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ A ìîæíî ñîñòàâèòü îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â Rn. Ïóñòü w1

� ñîáñòâåííûé âåêòîð A, à w � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç Rn, òàêîé, ÷òî w1 ⊥ w. Òîãäà

⟨A(w), w1⟩ = ⟨w,A(w1)⟩ = λ1⟨w,w1⟩ = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóæåíèå îïåðàòîðà A1 = A|L⊥(w1)
íà (n − 1)-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Rn îòîáðàæàåò

L⊥(w1) â ñåáÿ. Êðîìå òîãî, A1 ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì è åãî ñîáñòâåííûå âåêòîðà äîëæíû áûòü îðòîãî-

íàëüíûìè ê w1. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð w2 è ïîâòîðÿåì òàêîå ðàññóæäåíèå, ïîêà íå

ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â Rn, êîòîðûé äàëåå ìîæíî íîðìèðîâàòü, ïîäåëèâ

êàæäûé âåêòîð íà ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ñâîåé íîðìû (äëèíû). Ñîáðàííàÿ èç òàêèõ âåêòîðîâ ìàòðèöà O â

òàêîì ñëó÷àå áóäåò îðòîíîðìèðîâàííîé.

Íàëè÷èå ó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îáðàçóþùèõ áàçèñ â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòðàí-

ñòâå, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äèàãîíàëèçóåìîñòè, òî åñòü, Λ = O−1AO, ïðè÷¼ì ïî-

ñêîëüêó O−1 = O⊤, òî èç ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå ñâîéñòâî □

Òåîðåìà 10.3. (Î ìàòðèöå îïåðàòîðà îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè â Rn).
Îïåðàòîð P çàäà¼ò îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ â Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ìàòðèöà P èìååò

ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

� P⊤ = P (ñèììåòðèÿ);

� P 2 = P (èäåìïîòåíòíîñòü).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïðîåêòîð P èìååò ñèììåòðè÷íóþ èäåìïîòåíòíóþ ìàòðèöó.

Îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ P ëèíååí, ïîýòîìó â ïðîñòðàíñòâå êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè Rn

åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé n × n ìàòðèöû P . Ïî îïðåäåëåíèþ, P ïðîåöèðóåò âåêòîðà

íà ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå îáîçíà÷èì V , à åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå � çà V ⊥. Äëÿ V è V ⊥

âûïîëíÿåòñÿ

Rn = V ⊕ V ⊥.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî P ñèììåòðè÷íà è èäåìïîòåíòíà, âîçüì¼ì äâà ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðà x, y ∈ Rn. Èõ
ðàçëîæåíèÿ íà ñóììû âåêòîðîâ èç V è V ⊥ óíèêàëüíû:

x = xv + xn, xv ∈ V, xn ∈ V ⊥,

y = yv + yn, yv ∈ V, yn ∈ V ⊥,

Ïîñêîëüêó P(x) = xv,P(y) = yv, òî òàêèå æå ñîîòíîøåíèÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ìàòðèöû P :

Px = xv, Py = yv.

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ îäíîãî èç âåêòîðîâ ñ ïðîåêöèåé âòîðîãî:

⟨Px, y⟩ = (Px)⊤y = x⊤v y = x⊤v (yv + yn) = x⊤v yv,

⟨x, Py⟩ = x⊤Py = x⊤yv = (xv + xn)
⊤yv = x⊤v yv.

Â êàæäîì èç ýòèõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé îäèí èç ÷ëåíîâ (Px èëè Py) ïîëíîñòüþ ëåæèò â V , ïîýòîìó

êîìïîíåíòà âòîðîãî âåêòîðà èç V ⊥ âñåãäà çàíóëÿåòñÿ, èç-çà ÷åãî ýòè ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíû ìåæäó
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ñîáîé è ñîâïàäàþò ñ çíà÷åíèåì (Px)⊤Py. Èç ýòîãî ñëåäóåò

(Px)⊤y = x⊤P⊤y = x⊤Py, x⊤v yv = (Px)⊤Py = x⊤P⊤Py.

Ïîñêîëüêó x è y ïðîèçâîëüíûå, ïîëó÷àåì P⊤ = P è P 2 = P .

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ è èäåìïîòåíòíàÿ ìàòðèöà P çàäà¼ò îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåöè-

ðîâàíèÿ.

Ìàòðèöà P ñèììåòðè÷íà, à ñëåäîâàòåëüíî äèàãîíàëèçóåìà: P = OΛO−1 ãäå O � ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ, à Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Êðîìå òîãî, ìàòðèöó O ìîæíî ñäåëàòü îðòîãî-

íàëüíîé.42 Äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà zj âûïîëíÿåòñÿ Pzj = λjzj ⇒ PPzj = Pλjzj ⇒ λj = λ2j . Èç

ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè P ìîãóò áûòü òîëüêî 0 èëè 1. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé x ∈ Rn è

ðàçëîæèì åãî ïî îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ {ei}ni=1 (ñòîëáöû ìàòðèöû O):

x =

n∑︂
i=1

xiei, xi ∈ R.

Òîãäà

Px =

n∑︂
i=1

xiPei, ãäå Pei = ei èëè Pei = 0,

òî åñòü îáðàçîì P ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ñîáñòâåííûå âåêòîðà ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì 1, è íà

âñå x ∈ ImP ìàòðèöà P äåéñòâóåò êàê òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Î÷åâèäíî, ÷òî ÿäðî P � ýòî ïðîñòðàíñòâî,

íàòÿíóòîå íà ñîáñòâåííûå âåêòîðà ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì 0, è (â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ)

ëþáîé âåêòîð â KerP îðòîãîíàëåí âåêòîðó â ImP . Ïîýòîìó ìàòðèöà P çàäà¼ò îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîé

ïðîåêöèè íà ïîäïðîñòðàíñòâî ImP . □

Ëåììà 10.4. Ïóñòü Z � k-ìåðíûé ñòàíäàðòíûé íîðìàëüíûé âåêòîð, à P � k × k ìàòðèöà ïðîåêòîðà.

Òîãäà Z⊤PZ ∼ χ2
(︁
tr(P )

)︁
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ òåîðåìû 10.2, 10.3, ïîëó÷àåì, ÷òî P ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå P = O⊤ΛO,

ãäå O⊤ � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ P , à Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ

÷èñåë, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 è 1. Èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîñòü ñëåäà ìàòðèöû ïðè ïðåîáðàçîâàíèè

áàçèñà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, äåëàåì âûâîä, ÷òî tr(Λ) = tr(P ), òî åñòü, êîëè÷åñòâî åäèíèö íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè Λ ñîâïàäàåò ñ trP . Äàëåå,

Z⊤PZ = Z⊤O⊤ΛOZ = (OZ)⊤Λ(OZ),

ïðè÷¼ì ëåãêî âèäåòü, ÷òî OZ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì âåêòîðîì ðàçìåðíîñòüþ n× 1, ïîñêîëüêó

OZ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Z, à òàêæå E(OZ) = 0n è V(OZ) = OV(Z)O⊤ = OO⊤ = In. Òîãäà

îáîçíà÷èì Z̃ = OZ, è çàìåòèì, ÷òî èñõîäíîå âûðàæåíèå ñâåëîñü ê êâàäðàòè÷íîé ôîðìå ñ äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ (Z̃)⊤ΛZ̃, êîòîðîå èìååò âèä ñóììû Z̃2
i c âåñàìè, ðàâíûìè çíà÷åíèÿì íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñðåäè ýòèõ çíà÷åíèé åñòü òîëüêî íóëè è åäèíèöû, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî

ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå áóäåò èìåòü ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ðàâíûì ÷èñëó åäèíèö

ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë P , êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíî tr(P ). □

42Äîêàçàòåëüñòâî: â ñëó÷àå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ îäèíàêîâûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè, ýòî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî â
ïðîñòðàíñòâå, ïîðîæä¼ííîì ýòèìè âåêòîðàìè ìîæíî âûáðàòü îðòîãîíàëüíûé áàçèñ. Äëÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ x è y ñ ðàçíûìè
ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè λx è λy, â ñèëó ñèììåòðèè P âûïîëíÿåòñÿ ⟨Px, y⟩ = ⟨x, Py⟩ ⇒ λxx

⊤y = x⊤λyy, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè
x⊤y = 0.
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Òåîðåìà 10.5. (F -òåñò ëèíåéíûõ ãèïîòåç ïðè íîðìàëüíûõ îøèáêàõ ðåãðåññèè).

Ðàññìîòðèì ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü ñ íîðìàëüíûìè îøèáêàìè, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì Ãàóññà-Ìàðêîâà,

Y = Xβ + Zγ + ε, ε ∼ N (0, σ2In). (108)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X è Z � ìàòðèöû ðåãðåññîðîâ ðàçìåðîì n × k è n × j, è ìû õîòèì òåñòèðîâàòü

H0 : β = 0k ïðîòèâ Ha : ∃ℓ : βℓ ̸= 0. Äëÿ ýòîãî ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îöåíèì èñõîäíóþ ìîäåëü

(108), à òàêæå êîðîòêóþ ìîäåëü

Y = Zγ̃ + u, (109)

è îáîçíà÷èì ïîëó÷àþùèåñÿ ñóììû êâàäðàòîâ îñòàòêîâ çà SSR è SSR∗ ñîîòâåòñòâåííî.

Óòâåðæäåíèå: F -ñòàòèñòèêà F = (SSR∗−SSR)/k
SSR/(n−k−j) ïðè H0 èìååò F (k, n− k − j) ðàñïðåäåëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì çàQ èQZ ïðîåêòîðû íà L(X,Z)⊥ è L(Z)⊥. Ïî îïðåäåëåíèþ, F -ðàñïðåäåë¼ííàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì äâóõ íåçàâèñèìûõ χ2 ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîïðàâëåííûõ íà ñâîè

ñòåïåíè ñâîáîäû. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî (SSR∗−SSR) è SSR äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ïðèH0 íåçàâèñèìûìè

ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ χ2-ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî îñòàòêè â ìîäåëè (108) èìåþò âèä ε̂ = QY = Qε, ïîýòîìó SSR = ε⊤Qε. Äàëåå,

åñëè H0 âåðíà, òî êîýôôèöèåíòû ïðè Z è îøèáêè â êîðîòêîé ìîäåëè � òàêèå æå, êàê è â äëèííîé, ïîýòîìó

ÌÍÊ-îñòàòêè â êîðîòêîé ìîäåëè û ìîæíî âûðàçèòü, êàê QZε.

Y = Zγ + ε, SSR∗ = ε⊤QZε. (110)

Ðàññìîòðèì SSR∗ − SSR = ε⊤QZε− ε⊤Qε = ε⊤(QZ −Q)ε. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî QZ −Q òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ïðîåêòîðîì, ïîñêîëüêó ýòà ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà è èäåìïîòåíòíà:

(QZ −Q)(QZ −Q) = Q2
Z −QZQ−QQZ +Q2 = QZ −Q−Q+Q = QZ −Q.

Çäåñü QZQ = Q èç-çà òîãî, ÷òî L(X,Z)⊥ ⊂ L(Z)⊥. Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ QQZ , ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå
äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé, è ïîýòîìó QZQ = (QZQ)⊤ = Q⊤Q⊤

Z = QQZ .

Äàëåå, 1
σε ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì âåêòîðîì, è êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà 1

σε ñ ëþáîé ìàòðèöåé-

ïðîåêòîðîì ñîãëàñíî ëåììå 10.4 èìååò χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñ ñòåïåíüþ ñâîáîäû, ðàâíîé ñëåäó ìàòðèöû. Ïîýòîìó
1
σ2 ε

⊤Qε ∼ χ2(n − k − j), 1
σ2 ε

⊤(QZ − Q)ε ∼ χ2(k). Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ε⊤Qε = ∥Qε∥2 è ε⊤(QZ − Q)ε =

∥(QZ−Q)ε∥2, ãäå Qε è (QZ−Q)ε (óñëîâíî íà X è Z) ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòíî íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè ñ íóëåâîé

êîâàðèàöèåé:

cov
(︁
Qε, (QZ −Q)ε | X,Z

)︁
= E

[︂
Qεε⊤(QZ −Q) | X,Z

]︂
= σ2Q(QZ −Q) = 0.

Íåêîððåëèðîâàííûå ñîâìåñòíî-íîðìàëüíûå âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ïîýòîìó Qε íå çàâèñèò îò

(QZ−Q)ε (óñëîâíî íà X è Z), ïîýòîìó íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ôóíêöèè îò íèõ, â ÷àñòíîñòè, (SSR∗−
SSR) è SSR. Ýòîò ðåçóëüòàò òàêæå âûïîëíÿåòñÿ áåçóñëîâíî (äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó

ïîëíîé âåðîÿòíîñòè). Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè H0,

F =
(SSR∗ − SSR)/k
SSR/(n− k − j)

=

ε⊤(QZ−Q)ε
σ2k

ε⊤(QZ−Q)ε
σ2(n−k−j)

∼
χ2(k)
k

χ2(n−k−j)
n−k−j

d
= F (k, n− k − j).

□
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Òåîðåìà 10.6. (Ãàóññ, Ìàðêîâ, äîêàçàòåëüñòâî â ïðèëîæåíèè)

Åñëè ïðåäïîëîæåíèÿ ÃÌ1-ÃÌ5 âûïîëíåíû, òî ÌÍÊ-îöåíêè ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè � òî åñòü, èìå-

þò ñàìóþ íèçêóþ äèñïåðñèþ â êëàññå ëèíåéíûõ (ïî Y ) íåñìåùåííûõ îöåíîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè

Y = Xβ + ε, V(ε | X) = σ2In.

Çäåñü β � ýòî k × 1 âåêòîð ïàðàìåòðîâ. Åãî ÌÍÊ-îöåíêà èìååò âèä β̂ =
(︁
X⊤X

)︁−1
X⊤Y .

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ êîýôôèöèåíòîâ c⊤β, c ∈ Rk. Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî β̂ ÿâ-

ëÿåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé ëèíåéíîé íåñìåù¼ííîé îöåíêîé β, ÷òî ýêâèâàëåíòíî äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî

V(c⊤β̂) ≤ V(c⊤β̃) äëÿ ëþáîé äðóãîé ëèíåéíîé íåñìåù¼ííîé îöåíêè β̃.43 Èç-çà ëèíåéíîñòè, êàæäàÿ êîîðäè-

íàòà âåêòîðà β̃ ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííîé ñóììîé Yi, ïîýòîìó β̃ = a⊤Y äëÿ íåêîòîðîé âåêòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè

a = a(X), çàäàþùåé ìàòðèöó âåñîâ ðàçìåðíîñòüþ n× k.
Èñïîëüçóåìûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè, òî åñòü E(β̂) = E(β̃) = β, è ýòî ðàâåíñòâî âåðíî äëÿ âñåõ

âîçìîæíûõ çíà÷åíèé β è ðàñïðåäåëåíèé X. Ðàññìîòðèì óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå β̃:

E
(︂
a⊤Y | X

)︂
= E

(︁
a⊤(Xβ + ε) | X

)︁
= a⊤Xβ = β ⇒ a⊤X = Ik.

44

Äëÿ β̂ òàêæå âåðíî, ÷òî å¼ óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî X ðàâíî β (ýòî â ÿâíîì âèäå ïîêàçà-

íî â çàäà÷å #3), ïîýòîìó äëÿ ñðàâíåíèÿ V(c⊤β̂) è V(c⊤β̃) äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâíûå

äèñïåðñèè.

V
(︂
c⊤β̂ | X

)︂
= V

(︁
c⊤(X⊤X)−1X⊤Y | X

)︁
= c⊤(X⊤X)−1X⊤V (Y | X)

(︁
c⊤(X⊤X)−1X⊤)︁⊤ =

= c⊤(X⊤X)−1X⊤σ2InX(X⊤X)−1c = σ2c⊤(X⊤X)−1c (111)

V
(︂
c⊤β̃ | X

)︂
= V

(︂
c⊤a⊤Y | X

)︂
= σ2(ac)⊤ac ≥ σ2(ac)⊤PXac, (112)

ãäå PX = X(X⊤X)−1X⊤ � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæä¼ííîå ñòîëáöàìèX. Íåðàâåíñòâî

â (112) îáåñïå÷èâàåòñÿ çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ac ∈ Rn âûïîëíÿåòñÿ ∥ac∥ ≥ ∥PXac∥ â ñèëó

òåîðåìû Ïèôàãîðà. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî a⊤X = Ik, ïîëó÷àåì

V
(︂
c⊤β̃ | X

)︂
≥ σ2(ac)⊤PXac = σ2c⊤a⊤X(X⊤X)−1X⊤ac = σ2c⊤(X⊤X)−1c = V

(︂
c⊤β̂ | X

)︂
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. □

Ëåììà 10.7. Ïóñòü â ëèíåéíîé ìîäåëè Y = Xβ + ε ñ k ðåãðåññîðàìè X := (X1, . . . , Xk) îøèáêà ÿâëÿåòñÿ

43Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå c âåêòîðà íàïîäîáèå (1, 0, . . . , 0)⊤, ìîæíî, íàïðèìåð, ïîêàçàòü ýôôåêòèâíîñòü îöåíîê îòäåëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ ðåãðåññèè. Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå k-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà β̂ óíèêàëüíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ
ñîâîêóïíîñòüþ îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé c⊤β̂ áûëî âïåðâûå äîêàçàíî Êðàìåðîì è Âîëüäîì â 1936 ã. è èìååò â àíãëîÿçû÷íîé
ëèòåðàòóðå íàçâàíèå Cramer-Wold device. Ïîäîáíûå ïîäõîäû, êîãäà èíôîðìàöèÿ îá îäíîé êîìïîíåíòå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
ïîëó÷àåòñÿ íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ âòîðûõ êîìïîíåíò, â ìàòåìàòèêå îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ ïðèíöèïîì äâîéñòâåííîñòè.

44Ìîæíî ïðèâåñòè áîëåå ôîðìàëüíóþ àðãóìåíòàöèþ òîãî, ÷òî äëÿ íåñìåù¼ííîé îöåíêè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ E(β̃ | X) = β.
Îáîçíà÷èì Z = a⊤X; èç íåñìåùåííîñòè β̃ ñëåäóåò, ÷òî EZ = Ik äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáîì ðàñïðåäåëåíèè X. Òîãäà∫︁
Zij(x) dFX(x) = δij (ñèìâîë Êðîíåêåðà). Âîçüì¼ì ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé X ñîîòâåòñòâóþùèõ åäèíè÷íîé ìàññå â ðàçëè÷íûõ

òî÷êàõ x0 ∈ Rn×k, òîãäà
∫︁
Zij(x) dFX(x) = Zij(x0) = δij , ñëåäîâàòåëüíî Z äîëæíà èìåòü ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ

X, îòêóäà ñëåäóåò a⊤X = Ik.
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E(ε | X) = 0, V(ε | X) = σ2In.

Òîãäà íåñìåù¼ííîé îöåíêîé äèñïåðñèè îøèáêè σ2 ïî ñëó÷àéíîé âûáîðêå ðàçìåðîì n ÿâëÿåòñÿ

σ̂2 :=

∑︁n
i=1 ε̂

2
i

n− k
=
SSR

n− k
.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÌÍÊ-îöåíêà èìååò âèä β̂ =
(︁
X⊤X

)︁−1
X⊤Y,

ε̂ = Y −Xβ̂ =
(︁
In −X(X⊤X)−1X⊤)︁Y = (In − PX)(Xβ + ε) = (In − PX)ε,

n∑︂
i=1

ε̂2i = ε̂⊤ε =
(︁
(In − PX)ε

)︁⊤
(In − PX)ε = ε⊤(In − PX)ε.

ãäå PX = X(X⊤X)−1X⊤ � ïðîåêòîð íà L(X).

×òîáû íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ε̂⊤ε̂, óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî ñëåäà ìàòðèöû tr(·):

� Ñëåä îò ÷èñëà (ñêàëÿðà) � ñàìî ýòî ÷èñëî;

� Äëÿ ëþáûõ n× k è k × n ìàòðèö A è B âûïîëíåíî tr(AB) = tr(BA);

� Åñëè ìàòðèöà Q èìååò êîíå÷íûé ðàçìåð, òî îïåðàòîðû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ñëåäà âñåãäà

êîììóòèðóþò: E
(︁
tr(Q)

)︁
= tr

(︁
E(Q)

)︁
.

Ïîñêîëüêó ε̂⊤ε̂ ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, ε̂⊤ε̂ = tr(ε̂⊤ε̂) = tr
(︁
ε⊤(In − PX)ε

)︁
= tr

(︁
(In − PX)εε⊤

)︁
;

E[ε̂⊤ε̂ | X] = E
[︂
tr
(︁
(In − PX)εε⊤

)︁
| X
]︂
= tr

[︂
E
(︁
(In − PX)εε⊤ | X

)︁]︂
= tr

[︂
(In − PX)E(εε⊤ | X)

]︂
=

= tr
[︁
(In − PX)σ2In

]︁
= σ2tr(In − PX).

Î÷åâèäíî, tr(In−PX) = tr(In)−tr(PX) = n−tr
(︁
X(X⊤X)−1X⊤)︁ = n−tr

(︁
(X⊤X)−1X⊤X

)︁
= n−k, ïîñêîëüêó

X⊤X � ýòî k× k ìàòðèöà, è (X⊤X)−1X⊤X = Ik � k× k åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïîýòîìó E[ε̂⊤ε̂ | X] = σ2(n− k),
è å¼ áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå � òàêîå æå, à ñëåäîâàòåëüíî, σ̂2 � íåñìåù¼ííàÿ îöåíêà σ2.

# Check that σ̂2 =
∑︁n

i=1 ε̂2i
n−k is indeed the same estimator of error variance, that we get with lm() command

n <- 100

k <- 5

# number of observations and regressors in a linear model

X <- matrix(rnorm(k*n,0,1), ncol = k)

epsilon <- rnorm(n,0,1)

Y <- X %*% seq(1,k,1) + epsilon

# DGP is Y = Xθ + ε with i.i.d. normal X and ε, and θ = (1, 2, . . . , k)⊤.

ols_full <- lm(Y~X-1)

summary(ols_full)$sigma^2

# Value of error variance estimate obtained via lm() function

Qx <- diag(x=1,nrow = n, ncol = n) - X %*% solve(t(X) %*% X) %*% t(X)

e_hat <- Qx %*% Y

(t(e_hat) %*% e_hat)/(n-k)
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# The same value, calculated manually
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