
Задачи к семинарам. Неделя 12

Теория. Сходимости случайных векторов. Лемма Слуцкого и теорема о на-
следовании сходимости.

Основные задачи.

1 Пусть {Xn, n ∈ N} — независимые одинаково распределенные случайные
величины с распределением N (0, σ2). Рассмотрим Yn = 1

n

∑n
i=1 |Xi|, Zn =

1
n

∑n
i=1X

2
i и Tn =

√
2
πZn/Yn. Найдите предел сходимости по распределению

у последовательности √
n (Tn − σ) .

2 Пусть ξn
d−→ ξ — случайные величины, а h(x) — функция, m раз дифферен-

цируемая в точке a ∈ R. Известно, что h(i)(a) = 0, i = 1, . . . ,m− 1. Найдите
предел сходимости по распределению у последовательности

h(a+ bnξn)− h(a)
bmn

,

где bn → 0 — произвольная последовательность положительных чисел.

3 Случайные величины {ξn, n ∈ Z} независимы и имеют распределение Лапла-
са с плотностью

p(x) =
σ

2
e−σ|x|,

σ > 0. Обозначим Sn = ξ1 + . . . + ξn. Найдите предел сходимости по распре-
делению у последовательности

n ·
(
cos

(
Sn
n

)
− 1

)
.

4 Пусть {ξn, n ∈ N} и {ηn, n ∈ N} — две последовательности случайных вели-
чин, причем для каждого n ≥ 1 величины ξn и ηn независимы. Пусть ξn

P−→ ξ,
ηn

P−→ η. Докажите, что ξ и η — тоже независимы.

5 Пусть {ξn, n ∈ N}— независимые одинаково распределенные невырожденные
случайные величины с конечным вторым моментом. Пусть Eξi = a, Sn =
ξ1 + . . .+ ξn. Докажите, что у выражения

√
n

(
Sn
n
− a
)

не существует предела сходимости по вероятности.



Задачи для самостоятельного решения.

6 Пусть {Xn, n ∈ N} — независимые одинаково распределенные случайные
величины с распределением Exp(λ), λ > 0. Рассмотрим Yn = 1

n

∑n
i=1Xi.

Найдите такие a(λ) и σ2(λ) > 0, что выполнено
√
n(Yn sinYn − a(λ))

d−→ N (0, σ2(λ)) при n→∞.

7 Пусть ξn
d−→ ξ — случайные векторы размерностиm, а h(x1, . . . , xm) — функ-

ция m переменных, дифференцируемая в точке a ∈ Rm. Найдите предел
сходимости по распределению для выражения

h(a+ bnξn)− h(a)
bn

,

где bn → 0 — произвольная последовательность положительных чисел.

8 Случайные величины {Xn, n ∈ N} — независимые случайные величины,
имеющие распределение Лапласа с плотностью pθ(x) = 1

2e
−|x−θ|. Положим

X = 1
n

∑n
i=1Xi и введем

Yn =

{
X, если |X| > n−1/4;
1
3X, если |X| 6 n−1/4.

Для каждого θ ∈ R найдите предел по распределению у последовательности
√
n (Yn − θ) .


