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1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ

ïðîöåññîâ

Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ � ýòî ðàçäåë òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé, ñâÿçàííûé ñ ìàòåìàòè÷åñêèì àíàëèçîì ñëó÷àéíûõ ÿâëå-
íèé, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò ôàêòîð âðåìåíè. Ôîðìàëüíî, ñëó-
÷àéíûé ïðîöåññ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê íàáîð ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí, èíäåêñèðîâàííûõ íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì.

N Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü T � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Òîãäà
íàáîð X = (Xt, t ∈ T ) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xt = Xt(ω), çàäàííûõ
íà îäíîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F,P) äëÿ ∀t ∈
T , íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì íà ìíîæåñòâå T .

Ìíîæåñòâî T èç îïðåäåëåíèÿ åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü,
êàê âðåìÿ, òåì ñàìûì, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t èìååòñÿ íåêî-
òîðàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Xt : Ω → R. Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì
ñëó÷àå Xt ìîãóò áûòü ñëó÷àéíûìè ýëåìåíòàìè ñ ðàçëè÷íûìè
ìíîæåñòâàìè çíà÷åíèé.

Ïðè îïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà âàæíî äîáàâèòü, ÷òî,
ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ïî-
ðîæäàåò σ-àëãåáðó.

N Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü X = (Xt, t ∈ T ) � ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ. Òîãäà σ-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ýòèì ïðîöåññîì, íàçû-
âàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ âñå σ-àëãåáðû FXt ,
ò.å.

σ(Xt, t ∈ T ) := σ

(⋃
t∈T

FXt

)
.

Íà ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X = (Xt(ω), t ∈ T ) ìîæíî ñìîòðåòü
êàê íà ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ X = X(t, ω), îäíà èõ êîòîðûõ,
t, èíäåêñèðóåò âðåìÿ, à âòîðàÿ, ω, � ñëó÷àéíîñòü. Ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì t ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèþ îò ω � ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
Xt. Åñëè æå, íàîáîðîò, çàôèêñèðîâàòü ω, òî ïîëó÷èòñÿ ôóíêöèÿ
îò t.

N Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïðè ôèêñèðîâàííîì ω = ω0 ôóíêöèÿ

X̃ω0
(t) = Xt(ω)

∣∣∣
ω=ω0

íà T íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèåé èëè ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà X = (Xt, t ∈ T ).
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Èìåííî âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç òðàåêòîðèé ñëó÷àéíûõ ïðî-
öåññîâ è ñîñòàâëÿåò ãëàâíûé èíòåðåñ â èçó÷àåìîé íàìè òåîðèè.

Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ïðèíÿòî êëàññèôèöèðîâàòü ïî �ïðèðî-
äå� ìíîæåñòâà T . Ïóñòü X = (Xt, t ∈ T ) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

• Åñëè T = [a, b], (a, b), [a,+∞),R,R+ è òàê äàëåå (êîíå÷íûé
èëè áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë ñ ãðàíèöàìè èëè áåç), òî ïðîöåññ
X íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.

• Åñëè T ⊂ Z (íàïðèìåð, T = Z+,Z), òî ïðîöåññX íàçûâàåòñÿ
ïðîöåññîì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.

• Åñëè T ⊂ Rd, d > 1, òî ïðîöåññ X íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì
ïîëåì.

Ïðèâåäåì ðÿä èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

N Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü {ξn, n ∈ N} � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåêòîðû ðàçìåðíîñòè m. Òîãäà ïðîöåññ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì
(Sn = ξ1 + · · · + ξn, n ∈ Z+), ãäå S0 = 0, íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì
áëóæäàíèåì.

Ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü: õàîòè÷åñêîå äèñêðåòíîå äâèæåíèå â
ïðîñòðàíñòâå, íàïðèìåð, ïðûæêè êóçíå÷èêà.

N Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü {ξn : n ∈ N} � íåçàâèñèìûå îäèíàêî-
âî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ξn > 0, ξn 6= const ï.í.,
Sn = ξ1 + · · ·+ξn, S0 = 0. Òîãäà ïðîöåññ (Xt = sup{n : Sn 6 t}, t >
0) íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì âîññòàíîâëåíèÿ, ïîñòðîåííûì ïî ñëó-
÷àéíûì âåëè÷èíàì {ξn, n ∈ N}. Âñþäó äàëåå (åñëè íå îãîâîðåíî
èíîãî), ãîâîðÿ î ïðîöåññå âîññòàíîâëåíèÿ, ïîñòðîåííîì ïî ñëó-
÷àéíûì âåëè÷èíàì {ξn, n ∈ N}, ìû áóäåì èìåòü â âèäó, ÷òî ýòè
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îáëàäàþò îïèñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè.

Íàðèñóåì òðàåêòîðèþ ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ. ßñíî, ÷òî åãî
çíà÷åíèÿ � ýòî öåëî÷èñëåííûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ò.å. òðà-
åêòîðèÿ íå óáûâàåò. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñêà÷êîîáðàç-
íàÿ êàðòèíà:

N Çàäà÷à 1.1. Äîêàæèòå, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïðîöåññ
âîññòàíîâëåíèÿ êîíå÷åí â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.
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Ðåøåíèå

Ïóñòü ñíà÷àëà Eξi > 0,Eξi < +∞ ∀i.
Åñëè Xt = +∞, òî Sn 6 t ∀n ∈ N.

{Xt = +∞} =
{

sup{n : Sn 6 t} = +∞
}

= {Sn 6 t ∀n} =

= |ò.ê. {Sn 6 t} ⊃ {Sn+1 6 t}| =
∞⋂
n=1

{Sn 6 t}.

Çíà÷èò, èç íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû,

P(Xt = +∞) = lim
n→+∞

P(Sn 6 t).

Ïîëîæèì a = Eξi. Ñîãëàñíî óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ
÷èñåë,

Sn
n

ï.í.→ a ⇒ Sn
n

d−→ a.

Òîãäà

P(Sn 6 t) = P

(
Sn
n

6
t

n

)
6 |ïðè áîëüøèõ n| 6

6 P

(
Sn
n

6
a

2

)
→ P

(
a 6

a

2

)
= 0.

Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t > 0 P(Xt = +∞) =
0. Çàìåòèì, ÷òî Xt � íåóáûâàþùèé ïðîöåññ (âñå òðàåêòî-
ðèè ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ íåóáûâàþùèìè ôóíêöèÿìè). Ñëå-
äîâàòåëüíî,

P(∃t : Xt = +∞) = P(∃n ∈ N : Xn = +∞) 6

6
∞∑
n=1

P(Xn =∞) = 0.

Åñëè æå Eξi = +∞, òî ïîëîæèì ξ̃i = min(ξi, 1). Î÷åâèäíî,
0 < Eξ̃i < +∞. Òîãäà Xt 6 X̃t, ãäå X̃t � ïðîöåññ âîññòà-
íîâëåíèÿ ξ̃i, îòêóäà

P(∃t : Xt = +∞) 6 P(∃t : X̃t = +∞) = 0.

Çàäà÷à ðåøåíà.
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Ãäå ìîæåò âîçíèêíóòü ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ?
Ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü: ¾ìîäåëü ïåðåãîðàíèÿ ëàìïî÷êè¿.

Ïóñòü ξn � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ âðåìåíè ðàáîòû ëàì-
ïî÷êè ñ íîìåðîì n, òîãäà Xt ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî ðàç ïðèøëîñü
çàìåíèòü ëàìïî÷êó ê ìîìåíòó âðåìåíè t.

N Ïðèìåð 1.3. Ìîäåëü ñòðàõîâàíèÿ Ñïàððå�Àíäåðñåíà.
Ïóñòü (Xt, t > 0) � ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ, ïîñòðîåííûé ïî

{ξn, n ∈ N}. Ïóñòü {ηm,m ∈ N} � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, íåçàâèñèìûå ñ {ξn, n ∈ N}, à
y0, c > 0 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Òîãäà ïðîöåññ
Y = (Yt, t > 0), ãäå

Yt = y0 + c · t−
Xt∑
k=1

ηk, (1)

íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ ñòðàõîâàíèÿ Ñïàððå�Àíäåðñåíà.
Ïîÿñíèì ñìûñë ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ

ñòðàõîâàíèÿ êîìïàíèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåò äîõîä â âèäå ïîñòîÿí-
íûõ ñòðàõîâûõ âçíîñîâ è òåðÿåò äåíüãè, âûïëà÷èâàÿ ñòðàõîâûå
ïðåìèè ñëó÷àéíîãî ðàçìåðà â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Òî-
ãäà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ïàðàìåòðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• y0 � íà÷àëüíûé êàïèòàë êîìïàíèè;

• c � ñêîðîñòü ïîñòóïëåíèÿ ñòðàõîâûõ âçíîñîâ;

• ξn � âðåìÿ ìåæäó (n− 1)-é è n-é ñòðàõîâûìè âûïëàòàìè;

• Sn = ξ1 + · · ·+ ξn � âðåìÿ n-é âûïëàòû;

• ηn � ðàçìåð n-é âûïëàòû;

• Xt � ÷èñëî âûïëàò ê ìîìåíòó âðåìåíè t > 0;

•
∑Xt

k=1 ηk � îáùèé ðàçìåð âûïëàò ê ýòîìó ìîìåíòó âðåìåíè;

• Yt � òåêóùèé êàïèòàë êîìïàíèè â ìîìåíò âðåìåíè t.

Äëÿ ïðîöåññà Zt =
∑Xt

k=1 ηk â ïðàâîé ÷àñòè (1) ñïðàâåäëèâ
ñëåäóþùèé óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë.
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Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü (Xt, t > 0) � ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ,
ïîñòðîåííûé ïî {ξn, n ∈ N}. Ïóñòü {ηm,m ∈
N} � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, íåçàâèñèìûå ñ {ξn, n ∈
N}. Ïóñòü µ = Eξi, λ = Eηj � ïîëîæèòåëü-

íû è êîíå÷íû. Ïîëîæèì Zt =
∑Xt

k=1 ηk. Òîãäà

Zt
t
ï.í.−→ λ

µ
.

Êðîìå òîãî, âûïîëíåíà ýëåìåíòàðíàÿ òåîðåìà âîññòàíîâëå-
íèÿ.

Òåîðåìà 1.2 Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.1,

EZt
t
−→ λ

µ
.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. ÏóñòüX = X(ω, t) �ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà Ω×T è ïðè-
íèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â R. Ïóñòü, êðîìå òîãî, E � ìíîæåñòâî
âñåõ ôóíêöèé f : T → R. Ðàññìîòðèì íà ýòîì ìíîæåñòâå
σ-àëãåáðó E = σ({f : f(t) ∈ B}, B ∈ B(R), t ∈ T ), êîòî-
ðàÿ íàçûâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé σ-àëãåáðîé. Äîêàæèòå, ÷òî
(Xt = X(·, t), t ∈ T ) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà X � (F|E)-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.

2. Ïðîöåññû (Xt, t ∈ T ) è (Yt, t ∈ T̃ ) íàçûâàþòñÿ íåçàâèñè-
ìûìè, åñëè íåçàâèñèìû ïîðîæäåííûå èìè σ-àëãåáðû. Äî-
êàæèòå, ÷òî (Xt, t ∈ T ) è (Yt, t ∈ T̃ ) � íåçàâèñèìû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n,m è äëÿ
ëþáûõ t1, . . . , tn ∈ T , t̃1, . . . , t̃m ∈ T̃ âåêòîðû (Xt1 , . . . , Xtn) è
(Yt̃1 , . . . , Yt̃m) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.
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3. Íàðèñóéòå òðàåêòîðèþ ïðîöåññà Yt â ìîäåëè ñòðàõîâàíèÿ
Ñïàððå�Àíäåðñåíà.

4. Ïóñòü (Xt, t ≥ 0) � ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
P(limt→+∞Xt = +∞) = 1.

5. Ïóñòü (Xt, t ≥ 0) � ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ, ïîñòðîåííûé
ïî íåçàâèñèìûì, íî íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-
íûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì (ξn, n ∈ N).

à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîäîáíîãî ïðîöåññà, óõîäÿùåãî íà áåñ-
êîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíî-
ñòüþ.

á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîäîáíîãî ïðîöåññà, íå óõîäÿùåãî íà
áåñêîíå÷íîñòü äàæå çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ.

6. Ïóñòü (Xt, t ≥ 0) � ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ, ïîñòðîåííûé
ïî ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì {ξn, n ∈ N}. Îáîçíà÷èì µ = Eξi,
σ2 = Dξi, ïðè÷åì èçâåñòíî, ÷òî µ, σ2 ∈ (0,+∞). Äîêàæèòå,
÷òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïðè t→ +∞:

Xt − t
µ

σ
√
t/µ3

d→ N(0, 1).

7. Ïóñòü (ξn, n ∈ N) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ýëåìåíòû êîòîðîãî
ξ1, ξ2, . . . ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.
Îáîçíà÷èì

X =
∞⋂
n=1

F∞n , ãäå F∞n = σ(ξn+1, ξn+2, . . .),

îñòàòî÷íóþ σ-àëãåáðó, ò.å. ïåðåñå÷åíèå âñåõ σ-àëãåáð, ïî-
ðîæäåííûõ íàáîðàìè {ξk, k ≥ n + 1}. Äîêàæèòå çàêîí íó-
ëÿ èëè åäèíèöû: äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A ∈ X âûïîëíåíî
P(A) = 0 èëè P(A) = 1.

Óêàçàíèå: ïðè äîêàçàòåëüñòâå âîñïîëüçóéòåñü ñëåäóþùèì
óòâåðæäåíèåì. Åñëè A ⊂ F � íåêîòîðàÿ àëãåáðà ïîäìíî-
æåñòâ Ω, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîãî B ∈ σ(A) íàéäåòñÿ
òàêîå A ∈ A, ÷òî P(A M B) 6 ε.

Çàìå÷àíèå: ýòîò çàêîí íóëÿ èëè åäèíèöû ïðèìåíÿåòñÿ
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçëè÷íûõ óòâåðæäåíèé î ñëó÷àéíîì

10



áëóæäàíèè. Â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ ýòîãî çàêîíà ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïðîñòåéøåå ñèììåòðè÷-
íîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç âîçâðàùà-
åòñÿ â íîëü (ñì., íàïðèìåð, [8]).
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2. Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû Ãàëüòîíà�Âàòñîíà

Â íàñòîÿùåé ãëàâå, à òàêæå â òðåòüåé è ÷åòâåðòûõ ãëàâàõ ìû
ïîãîâîðèì î âàæíåéøèõ ïðèìåðàõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Â ýòîé
ãëàâå ðå÷ü ïîéäåò î âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññàõ.

Ìîäåëü âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ áûëà âïåðâûå ïðåäëîæåíà Ô.
Ãàëüòîíîì è Ã. Âàòñîíîì â 1873 ãîäó â ñâÿçè ñ àíàëèçîì âûðîæ-
äåíèÿ àðèñòîêðàòè÷åñêèõ ôàìèëèé Âåëèêîáðèòàíèè.
Ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü: â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè ÷à-

ñòèöû ðàñïàäàþòñÿ íà ñëó÷àéíîå êîëè÷åñòâî òàêèõ æå ÷àñòèö.
×èñëî ïîòîìêîâ êàæäîé ÷àñòèöû èìååò îäíî è òî æå ðàñïðåäå-
ëåíèå.

Ôîðìàëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü: ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ñî çíà÷åíèÿìè â Z+, à {ξ(n)
k , k, n ∈ N} � íàáîð íåçàâèñèìûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí ñ òåì æå ðàñïðåäåëåíèåì, ÷òî è ξ. Ïîëîæèì

X0 = 1, Xn =

Xn−1∑
k=1

ξ
(n)
k , n > 1.

N Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïðîöåññ (Xn, n ∈ Z+) íàçûâàåòñÿ âåò-
âÿùèìñÿ ïðîöåññîì Ãàëüòîíà-Âàòñîíà ñ çàêîíîì ðàçìíîæåíèÿ
÷àñòèö ξ.

Èíòåðïðåòàöèÿ âåëè÷èí ìîäåëè ñîâåðøåííî ÿñíà: Xn � ýòî
÷èñëî ÷àñòèö â n-ì ïîêîëåíèè, à ξ(n)

k � ÷èñëî ïîòîìêîâ k-é ÷à-
ñòèöû èç (n− 1)-îãî ïîêîëåíèÿ.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü äâà âîïðîñà îòíîñèòåëüíî âåòâÿùèõñÿ
ïðîöåññîâ.

• Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà
P(∃n : Xn = 0)?

• Êàêîâî ðàñïðåäåëåíèå îáùåãî ÷èñëà ÷àñòèö â ïðîöåññå?

Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðî-
èçâîäÿùèõ ôóíêöèé.
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N Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Òîãäà
åå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

ϕξ(z) = Ezξ, z ∈ R,

îïðåäåëåííàÿ äëÿ òåõ z, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íî äàííîå ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå.

Âûäåëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.

1. ϕξ(1) = 1;

2. ϕ′ξ(1) = Eξ;

3. Åñëè ξ è η íåçàâèñèìû, òî ϕξ+η(z) = ϕξ(z) · ϕη(z);

Åñëè ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â Z+, òî èìåþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
ñâîéñòâà:

4. ϕξ(z) =
∑∞

k=0 z
kP(ξ = k) � ñòåïåííîé ðÿä, ñõîäÿùèéñÿ àá-

ñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â îáëàñòè {|z| 6 1};

5. ϕξ(z) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç
â îáëàñòè {|z| < 1};

6. ϕξ(0) = P(ξ = 0);

7. P(ξ = k) = 1
k!

( dk

dzk
ϕξ(z))

∣∣∣
z=0

.

N Çàäà÷à 2.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïóàññîíîâñêîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ > 0. Íàéäèòå åå ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ.

Ðåøåíèå

Âû÷èñëÿåì ïî îïðåäåëåíèþ.

ϕξ(z) = Ezξ =
∞∑
k=0

zk
λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑
k=0

(zλ)k

k!
= eλ(z−1).

Çàäà÷à ðåøåíà.

Ïóñòü òåïåðü X = (Xn, n ∈ N) � ýòî âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ
Ãàëüòîíà�Âàòñîíà ñ çàêîíîì ðàçìíîæåíèÿ ÷àñòèö ξ.
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Ëåììà 2.1 Ìåæäó ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè ýëåìåíòîâ
ïðîöåññàX èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðåêóððåíò-
íûå ñîîòíîøåíèÿ.

1. ϕXn+1
(z) = ϕXn(ϕξ(z));

2. ϕXn(z) = ϕξ(ϕξ(. . . ϕξ(︸ ︷︷ ︸
n ðàç

z) . . . ));

3. ϕXn+1
(z) = ϕξ(ϕXn(z)).

Äàííàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò íàéòè óðàâíåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè
âûðîæäåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ, ò.å.
q = P(ïðîöåññ âûðîäèëñÿ) = P(∃n : Xn = 0). Òîãäà âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.2 Âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ q âåòâÿùåãîñÿ ïðî-
öåññà ñ çàêîíîì ðàçìíîæåíèÿ ÷àñòèö ξ ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

z = ϕξ(z). (2)

Óðàâíåíèå (2) � ýòî ïåðâàÿ çàìå÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà â òåîðèè
âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ. Îòìåòèì, ÷òî z = 1 âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì (2). Îäíàêî ïðè íàëè÷èè äðóãèõ êîðíåé íàì íàäî óìåòü
îòáèðàòü ñðåäè íèõ âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ. Ïîëíóþ êëàññè-
ôèêàöèþ ñèòóàöèé äàåò òåîðåìà î âåðîÿòíîñòè âûðîæäåíèÿ.
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Òåîðåìà

2.1 (î âå-

ðîÿòíîñòè

âûðîæäå-

íèÿ)

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ íå ðàâíà 1 òîæ-
äåñòâåííî, ò.å. P(ξ = 1) 6= 1. Îáîçíà÷èì µ =
Eξ (ìîæåò áûòü, µ = +∞). Òîãäà

1. Åñëè µ 6 1, òî óðàâíåíèå (2) èìååò òîëü-
êî îäíî ðåøåíèå z = 1 íà [0, 1]. Â ýòîì
ñëó÷àå q = 1.

2. Åñëè µ > 1, òî óðàâíåíèå (2) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå z0 ∈ [0, 1). Â ýòîì ñëó-
÷àå q = z0.

Âûâîä: âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ � ýòî íàèìåíüøèé êîðåíü óðàâ-
íåíèÿ z = ϕξ(z) èç îòðåçêà [0, 1].

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà èìååò âåñüìà æèçíåííóþ èíòåðïðå-
òàöèþ: åñëè ñðåäíåå ÷èñëî ïîòîìêîâ â ïðîöåññå íå áîëüøå 1,
òî ïðîöåññ îáðå÷åí íà âûìèðàíèå; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åñòü
íåíóëåâàÿ âåðîÿòíîñòü áåñêîíå÷íîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ïîïóëÿöèè.

N Çàäà÷à 2.2. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ âåòâÿùå-
ãîñÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ ãåîìåòðè÷åñêèì Geom(p) çàêîíîì
ðàçìíîæåíèÿ ÷àñòèö (ò.å. P(ξ = k) = p(1− p)k, k ∈ Z+).

Ðåøåíèå

Íàéäåì ñíà÷àëà ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ÷èñëà ÷àñòèö.

ϕξ(z) = Ezξ =
∞∑
k=0

zkp(1− p)k =
p

1− z(1− p)
.

Òåïåðü ðåøàåì óðàâíåíèå z = ϕξ(z). Êâàäðàòíîå óðàâíå-
íèå èìååò äâà êîðíÿ: z1 = 1, z2 = p/(1 − p). Ñîãëàñíî
ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû, ìû äîëæíû âûáðàòü íàèìåíüøèé
êîðåíü íà îòðåçêå [0, 1]. Òåì ñàìûì,
q = 1, åñëè p > 1/2;
q = p/(1− p), åñëè p < 1/2.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö. Îáñóäèì òåïåðü âîïðîñ îá îáùåì ÷èñ-
ëå ÷àñòèö â âåòâÿùåìñÿ ïðîöåññå. Îáîçíà÷èì Yn = 1 +X1 + . . .+
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Xn � îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö â ïðîöåññå äî ìîìåíòà âðåìåíè n âêëþ-
÷èòåëüíî. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå-
íèå ìåæäó ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè Yn è Yn−1, àíàëîãè÷íîå
ñîîòíîøåíèÿì â ëåììå 2.1 äëÿ ñàìîãî Xn:

ϕYn+1
(z) = zϕξ(ϕYn(z)).

Äàëåå, äëÿ êàæäîãî z ∈ [0, 1) ñóùåñòâóåò ïðåäåë

ρ(z) = lim
n→+∞

ϕYn(z),

êîòîðûé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ
îáùåãî ÷èñëà ÷àñòèö çà âñå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîöåññà.
Ïóñòü Y � îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö â âåòâÿùåìñÿ ïðîöåññå çà âñå
âðåìÿ (åñëè ïðîöåññ íå âûðîäèëñÿ, òî, êîíå÷íî, Y = +∞). Òîãäà

ρ(z) = E(zY I(Y < +∞)) =
+∞∑
k=0

zkP(Y = k).

Íàéòè ρ(z) ìîæíî èç âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî óðàâíåíèÿ â òåîðèè
âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Ëåììà 2.3 Ôóíêöèÿ ρ(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ρ(z) = zϕξ(ρ(z)). (3)

N Çàäà÷à 2.3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p ∈ (0, 1), à (Xn, n ∈ Z+) � âåò-
âÿùèéñÿ ïðîöåññ ñ çàêîíîì ðàçìíîæåíèÿ ÷àñòèö ξ. Âû÷èñëèòå
ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ îáùåãî ÷èñëà ÷àñòèö â ïðîöåññå, à
òàêæå íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñåãî â ïðîöåññå áûëî
ðîâíî k ÷àñòèö.
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Ðåøåíèå

Ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ϕξ(z) ìû óæå íàøëè â çàäà÷å
2.2:

ϕξ(z) =
p

1− z(1− p)
.

Òåïåðü ðåøèì óðàâíåíèå (3). Îíî áóäåò êâàäðàòíûì îòíî-
ñèòåëüíî ρ = ρ(z):

ρ2(1− p)− ρ+ pz = 0.

Îòñþäà,

ρ1,2 =
1±

√
1− 4p(1− p)z
2(1− p)

.

Óðàâíåíèå (3) îçíà÷àåò, ÷òî ρ(0) = 0, çíà÷èò, íàäî âçÿòü
êîðåíü ñî çíàêîì ìèíóñ:

ρ(z) =
1−

√
1− 4p(1− p)z
2(1− p)

.

Îñòàëîñü íàéòè âåðîÿòíîñòè P(Y = k), äëÿ ýòîãî íàäî ðàç-
ëîæèòü ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ ρ(z) â ñòåïåííîé ðÿä:

ρ(z) =
(−1)

2(1− p)

∞∑
k=1

(
1/2

k

)
(−4p(1− p)z)k

=
1

2(1− p)

∞∑
k=1

(
(2p(1− p))k(k − 1)!!

)
zk.

Ñòàëî áûòü, ïðè k > 1,

P(Y = k) =
(2p(1− p))k(k − 1)!!

2(1− p)
.

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ÷èñëà ÷àñòèö â n-ì ïîêî-
ëåíèè âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà, åñëè ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
÷èñëà ïîòîìêîâ îäíîé ÷àñòèöû ðàâíà
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à) pz + 1− p, á) (1− p)/(1− pz), â) 1− p(1− z)α, α ∈ (0, 1).

2. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòè âûðîæäåíèÿ äëÿ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåñ-
ñîâ ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ÷èñëà ïîòîìêîâ îäíîé ÷àñòè-
öû

à) 1− p(1− z)α, α ∈ (0, 1), á) (1 + z + z2 + z3)/4.

3. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ìîìåíòà âûðîæäåíèÿ N äëÿ âåòâÿ-
ùèõñÿ ïðîöåññîâ ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ÷èñëà ïîòîìêîâ
îäíîé ÷àñòèöû

à) pz + 1− p, á) 1− p(1− z)α, α ∈ (0, 1).

4. Âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ èìååò ñëåäóþùèé çàêîí ξ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïîòîìêîâ îäíîé ÷àñòèöû:

P(ξ = 0) = 1/4, P(ξ = 2) = 1/2, P(ξ = 6) = 1/4.

Âåðíî ëè, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ áóäåò ïðèíàäëå-
æàòü èíòåðâàëó (1/4, 1/3)?

5. Ïóñòü ξ � ÷èñëî ïîòîìêîâ ÷àñòèöû â âåòâÿùåìñÿ ïðîöåññå
Ãàëüòîíà�Âàòñîíà (Xn, n ∈ Z+). Îáîçíà÷èì Eξ = µ, Dξ =
σ2. Íàéäèòå EXn è DXn.

6. Ïóñòü (Xn, n ∈ Z+) � âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ ñ çàêîíîì ðàç-
ìíîæåíèÿ ÷àñòèö ξ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Yn = Xn + . . .+X0 �
îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö â ïðîöåññå çà âðåìÿ n, à ÷åðåç ϕYn(z) �
åãî ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ. Äîêàæèòå, ÷òî

ϕYn(z) = zϕξ(ϕYn−1
(z)).

7. Ïóñòü (Xn, n ∈ Z+) � âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ ñ çàêîíîì ðàç-
ìíîæåíèÿ ÷àñòèö ξ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Yn = Xn + . . .+X0 �
îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö â ïðîöåññå çà âðåìÿ n, à ÷åðåç ϕYn(z) �
åãî ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ çàäà-
÷ó, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ z ∈ [0, 1) ñóùåñòâóåò ïðåäåë

ρ(z) = lim
n→∞

ϕYn(z),

óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ ρ(z) = zϕξ(ρ(z)). ×åìó ïî
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ρ íàäî ïîëîæèòü ρ(1)?
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8. Ïóñòü âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ Ãàëüòîíà-Âàòñîíà ïîñòðîåí ïî
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ, èìåþùåé ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ
ϕ(s) = 1− 1

2

√
1− s. Íàéäèòå

à) âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ ïðîöåññà;

á) ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ îáùåãî ÷èñëà ÷àñòèö ïðîöåññà;

â) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïðîöåññå áûëî âñåãî 10 ÷àñòèö.
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3. Ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè

ïðèðàùåíèÿìè. Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ

Ñëåäóþùèå äâà ïðèìåðà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå ìû
ðàçáåðåì (ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ â íàñòîÿùåé ãëàâå è âèíåðîâ-
ñêèé ïðîöåññ â ñëåäóþùåé ãëàâå), ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññàìè ñ íåçà-
âèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè.

N Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïðîöåññ (Xt, t > 0) íàçûâà-
åòñÿ ïðîöåññîì ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, åñëè
∀n ∈ N ∀ 0 6 t1 < . . . < tn ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
Xtn −Xtn−1

, . . . , Xt2 −Xt1 , Xt1 íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî âðåìåíè ïðîöåññ ñ íåçà-
âèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê ñëó÷àéíûì
áëóæäàíèåì. Òåì ñàìûì, ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíè-
ÿìè åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ñëó÷àéíûõ áëóæ-
äàíèé äëÿ íåïðåðûâíîãî âðåìåíè.

Â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ âàæíåéøóþ ðîëü èãðàþò âî-
ïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîöåññîâ. Äåëî â òîì, ÷òî ñîâìåñòíûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xt íå ìîãóò áûòü óæ ñîâñåì ïðî-
èçâîëüíûìè, à äîëæíû áûòü â îïðåäåëåííîì ðîäå ñîãëàñîâàíû.
Äëÿ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè êðèòåðèé ñóùå-
ñòâîâàíèÿ çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü ∀ 0 6 s < t çàäàíî Qs,t � ðàñïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà (R,B(R)) ñ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ϕs,t, ïóñòü Q0 � òàê-
æå íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà
(R,B(R)). Òîãäà ïðîöåññ (Xt, t > 0) ñ íåçàâèñè-
ìûìè ïðèðàùåíèÿìè è óñëîâèÿìè

Xt −Xs
d
= Qs,t ∀ 0 6 s < t è X0

d
= Q0

ñóùåñòâóåò ⇔ ∀ 0 6 s < u < t, ∀ τ ∈ R

ϕs,t(τ) = ϕs,u(τ) · ϕu,t(τ). (4)
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Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (4) ïî÷òè î÷åâèäíà èç ñâîéñòâ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åãî äîñòàòî÷íî äëÿ
óñòàíîâëåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîöåññà.

Ïåðâûì ïðîöåññîì ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè íàøåãî
êóðñà ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ.

N Îïðåäåëåíèå 3.2. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (Nt, t > 0) íàçûâà-
åòñÿ ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì èíòåíñèâíîñòè λ > 0, åñëè âû-
ïîëíåíû òðè óñëîâèÿ

1. N0 = 0 ï.í.;

2. Nt èìååò íåçàâèñèìûå ïðèðàùåíèÿ;

3. Nt −Ns ∼ Pois(λ(t− s)), ∀t > s > 0.

N Çàäà÷à 3.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñóùå-
ñòâóåò.

Ðåøåíèå

Ðàññìîòðèì ϕs,t � õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
Pois(λ(t− s)). Òîãäà

ϕs,t(τ) = |óïðàæíåíèå| = eλ(t−s)(eiτ−1).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ∀s < u < t, ∀τ ∈ R

ϕs,u(τ) · ϕu,t(τ) = ϕs,t(τ).

Çíà÷èò, âûïîëíåíî óñëîâèå (4) è, ïî òåîðåìå 3.1 î ñó-
ùåñòâîâàíèè ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè,
ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Ïîïðîáóåì ïîíÿòü, êàê óñòðîåíû òðàåêòîðèè ïóàññîíîâñêîãî
ïðîöåññà. Èç îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå íàáëþäå-
íèÿ:

• òðàåêòîðèè öåëî÷èñëåííûå:Nt ∼ Pois(λt)⇒ Nt ∈ Z+, t > 0;

• òðàåêòîðèè íåóáûâàþùèå: Nt −Ns > 0, t > s.
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Ïîäîáíûå òðàåêòîðèè, êàê ìû ïîìíèì, èìåëè ïðîöåññû âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, è ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ òà-
êîâûì, î ÷åì ãîâîðèò òåîðåìà î åãî ÿâíîé êîíñòðóêöèè.

Òåîðåìà 3.2

(ÿâíàÿ êîí-

ñòðóêöèÿ

ïóàññî-

íîâñêîãî

ïðîöåññà)

Ïóñòü {ξn, n ∈ N} � íåçàâèñèìûå îäèíàêî-
âî ðàñïðåäåëåííûå ýêñïîíåíöèàëüíûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, ξi ∼ Exp(λ), λ > 0. Ïîëîæèì
S0 = 0, Sn = ξ1 + . . .+ ξn. Òîãäà ïðîöåññ âîññòà-
íîâëåíèÿ (Xt, t > 0),

Xt = sup{n : Sn 6 t},

ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì èíòåíñèâ-
íîñòè λ.

Òåîðåìà 3.2 ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ðÿä ñâîéñòâ ñêà÷êîâ ïóàññî-
íîâñêîãî ïðîöåññà.

• Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âñå ñêà÷êè Nt èìåþò ðàçìåð ðîâíî 1.

• Ïóñòü Yn � ìîìåíò n-îãî ñêà÷êà Nt. Òîãäà Yn ∼ Γ(λ, n) (ò.å.
ïëîòíîñòü ðàâíà pn(x) = λnxn−1

(n−1)!
e−λxI{x > 0}).

• Yn − Yn−1, n ∈ N, � íåçàâèñèìûå ýêñïîíåíöèàëüíûå Exp(λ)
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âñå òðàåêòîðèè ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ñïðàâà. Â çàäà÷å 8 ñàìîñòîÿòåëüíîé ðà-
áîòû ê íàñòîÿùåé ãëàâå îïèñàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòî ñâîé-
ñòâî âñåãäà ìîæíî ïðåäïîëàãàòü ïðè íåîáõîäèìîñòè.

Èòàê, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ïóàññî-
íîâñêèé ïðîöåññ ëèáî êàê ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿ-
ìè, ëèáî êàê ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê áóäåò óäîáíåå. Ïðè-
âåäåì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ îñíîâíîãî îïðåäåëåíèÿ ïóàññîíîâñêî-
ãî ïðîöåññà (îïðåäåëåíèÿ 3.2) äëÿ íàõîæäåíèÿ êîâàðèàöèîííîé
ôóíêöèè ýòîãî ïðîöåññà.

N Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü (Xt, t ∈ T ) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.
Òîãäà
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• ôóíêöèÿ a(t) = EXt, t ∈ T, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñðåäíåãî
ïðîöåññà Xt;

• ôóíêöèÿ R(s, t) = cov(Xs, Xt), s, t ∈ T, íàçûâàåòñÿ êîâàðè-
àöèîííîé ôóíêöèåé ïðîöåññà Xt.

N Çàäà÷à 3.2. Íàéäèòå ôóíêöèþ ñðåäíåãî è êîâàðèàöèîí-
íóþ ôóíêöèþ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà (Nt, t > 0).

Ðåøåíèå

Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ 3.2 ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà
âûòåêàåò, ÷òî Nt ∼ Pois(λt). Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî t > 0

ENt = λt.

Äàëåå, ïðè t > s

cov(Nt, Ns) = cov(Nt −Ns, Ns) + cov(Ns, Ns) =

|Nt −Ns è Ns íåçàâèñèìû|

= 0 + cov(Ns, Ns) = DNs = λs.

Â îáùåì æå ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

cov(Nt, Ns) = λmin(t, s).

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïóñòü (Xt, t ≥ 0) � ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ, ïîñòðîåííûé
ïî {ξn, n ∈ N}. Âåðíî ëè, ÷òî ïðîöåññ Xt âñåãäà èìååò íåçà-
âèñèìûå ïðèðàùåíèÿ?

2. Ïóñòü N1 = (N1
t , t ≥ 0), . . . , Nk = (Nk

t , t ≥ 0) � íåçàâèñè-
ìûå ïóàññîíîâñêèå ïðîöåññû (ò.å. íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ
ïîðîæäåííûå èìè σ-àëãåáðû), ïðè÷åì N i èìååò èíòåíñèâ-
íîñòü λi. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîöåññ Nt =

∑k
i=1N

i
t òàêæå ÿâëÿ-

åòñÿ ïóàññîíîâñêèì, è íàéäèòå åãî èíòåíñèâíîñòü.
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3. Çàäàí ïðîöåññ {Yt =
Nt∑
j=1

ξj, t > 0}, ãäå (ξn, n ∈ N) � íåçàâè-

ñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, íå
çàâèñÿùèå òàêæå îò ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà N = (Nt, t >
0) èíòåíñèâíîñòè λ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîöåññ Yt èìååò íåçà-
âèñèìûå ïðèðàùåíèÿ.

4. Ïóñòü (ξn, n ∈ N) � íåçàâèñèìûå ýêñïîíåíöèàëüíûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðîì λ, Sn = ξ1 + . . . + ξn, à
N = (Nt, t > 0) � ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ, ïîñòðîåííûé ïî
íèì (ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ èíòåíñèâíîñòè λ). Äëÿ êàæäî-
ãî t > 0 îáîçíà÷èì Vt = SNt+1− t (�ïåðåñêîê�) è Ut = t−SNt
(�íåäîñêîê�).

à) Âû÷èñëèòå âåðîÿòíîñòü P(Vt > v,Ut > u).

á) Äîêàæèòå, ÷òî Vt è Ut � íåçàâèñèìû è ÷òî Vt ∼ Exp(λ).

â) Âû÷èñëèòå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ut è EUt.

5. Ïóñòü N = (Nt, t > 0) � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ èíòåíñèâíî-
ñòè λ. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà òàêèõ åãî
ñêà÷êîâ íà îòðåçêå [0, T ], ÷òî

à) â èõ ïðàâîé a-îêðåñòíîñòè íåò äðóãèõ ñêà÷êîâ (ýòà
îêðåñòíîñòü ìîæåò âûõîäèòü è çà ïðåäåëû îòðåçêà),

á) â èõ ëåâîé a-îêðåñòíîñòè íåò äðóãèõ ñêà÷êîâ.

6. Ïóñòü (Nt, t > 0) � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ èíòåíñèâíîñòè
λ. Íàéäèòå ïðåäåë ï.í. Nt/t ïðè t→ +∞.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ó ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà (Nt, t ≥ 0) èíòåí-
ñèâíîñòè λ > 0 íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîé ìîäèôèêàöèè,
ò.å. íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ïðîöåññà (Xt, t ≥ 0), ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî t ≥ 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 Xt = Nt è âñå òðàåêòîðèè Xt

íåïðåðûâíû.

Çàìå÷àíèå. Ïðîöåññ (Yt, t ∈ T ) íàçûâàåòñÿ ìîäèôèêàöè-
åé ïðîöåññà (Xt, t ∈ T ), åñëè äëÿ ëþáîãî t ∈ T âûïîëíåíî
P(Xt = Yt) = 1.

8. Ïóñòü X = (Xt, t ≥ 0) � òàêîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, äëÿ êî-
òîðîãî P(Xs ≤ Xt) = 1 ïðè 0 ≤ s ≤ t < ∞. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî X íåïðåðûâåí ïî âåðîÿòíîñòè ñïðàâà â êàæäîé òî÷êå
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s ïîëóïðÿìîé [0,∞), ò.å. Xt ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê Xs,
êîãäà t→ s+ 0. Äîêàæèòå, ÷òî ó X ñóùåñòâóåò ìîäèôèêà-
öèÿ, èìåþùàÿ ï.í. íåóáûâàþùèå òðàåêòîðèè, íåïðåðûâíûå
ñïðàâà.

Óêàçàíèå: ñíà÷àëà íàäî óñòàíîâèòü óòâåðæäåíèå èç àíà-
ëèçà. Ïóñòü f(x) � òàêàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1], ÷òî îíà íå
óáûâàåò ïî ðàöèîíàëüíûì òî÷êàì. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà
ôóíêöèÿ f̃(x), îïðåäåëåííàÿ êàê f̃(x) = lim

r→x+0, r∈Q
f(r), ÿâ-

ëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà è íåóáûâàþùåé.
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4. Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû. Âèíåðîâñêèé

ïðîöåññ

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì åùå îäèí âàæíûé ïðèìåð
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Ýòîò ïðîöåññ íå
òîëüêî ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, íî
òàêæå îòíîñèòñÿ ê êëàññó ãàóññîâñêèõ.

N Îïðåäåëåíèå 4.1. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (Xt, t ∈ T ) íàçû-
âàåòñÿ ãàóññîâñêèì, åñëè âñå åãî êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
� ãàóññîâñêèå, ò.å. äëÿ ëþáîãî n ∈ N è ëþáûõ t1, . . . , tn ∈ T
ñëó÷àéíûé âåêòîð (Xt1 , . . . , Xtn) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ãàóññîâñêîãî âåêòîðà îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿåòñÿ åãî ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ìàòðèöåé êî-
âàðèàöèé. Çíà÷èò, êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ãàóññîâñêîãî
ïðîöåññà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèåé ñðåäíåãî è êîâà-
ðèàöèîííîé ôóíêöèåé. Êàêèìè æå ñâîéñòâàìè äîëæíû îáëàäàòü
ýòè ôóíêöèè, ÷òîáû òàêîé ïðîöåññ ñóùåñòâîâàë? Ôóíêöèÿ ñðåä-
íåãî ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé, à âîò êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ
îáÿçàíà îáëàäàòü ñâîéñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè.

N Îïðåäåëåíèå 4.2. Ôóíêöèÿ f(x, y), x, y ∈ T , ïðèíèìà-
þùàÿ äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííîé íà T × T , åñëè ∀n ∀t1, . . . , tn ∈ T ∀z1, . . . , zn ∈ R
âûïîëíåíî

n∑
i,j=1

f(ti, tj)zizj > 0.

Ëåììà 4.1 Êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ R(s, t) ëþáîãî ñëó-
÷àéíîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííîé è ñèììåòðè÷íîé.

Îêàçûâàåòñÿ, ïåðå÷èñëåííûå â ëåììå 4.1 ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ
íå òîëüêî íåîáõîäèìûìè, íî è äîñòàòî÷íûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû
ôóíêöèÿ áûëà êîâàðèàöèîííîé äëÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïîäîáíûé ïðîöåññ
ìîæåò áûòü âûáðàí äàæå ãàóññîâñêèì.
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Òåîðåìà 4.1 Ïóñòü T � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, a : T →
R � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ è R : T × T → R �
ñèììåòðè÷íàÿ è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí-
íàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñò-
íîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F,P) è òàêîé ãàóññîâ-
ñêèé ïðîöåññ (Xt, t ∈ T ) íà íåì, ÷òî ∀s, t ∈ T

a(t) = EXt è R(s, t) = cov(Xs, Xt).

N Çàäà÷à 4.1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ãàóññîâñêèé ïðî-
öåññ (Xt, t > 0) ñ íóëåâîé ôóíêöèåé ñðåäíåãî è êîâàðèàöèîííîé
ôóíêöèåé r(s, t) = min(s, t).

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,

÷òî ôóíêöèÿ r(s, t) = min(s, t) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëü-
íî îïðåäåëåííîé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå èí-
òåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:

min(s, t) =

∫ +∞

0

I[0,t](x)I[0,s](x)dx.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ t1, . . . , tn ∈ R+, z1, . . . , zn ∈ R âûïîëíåíî

n∑
i,j=1

min(ti, tj)zizj =
n∑

i,j=1

 ∞∫
0

I[0,ti](x)I[0,tj ](x)dx

 zizj =

=

∞∫
0

(
n∑

i,j=1

(ziI[0,ti](x))(zjI[0,tj ](x))

)
dx =

=

∞∫
0

(
n∑
i=1

ziI[0,ti](x)

)2

dx > 0.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü è ïî-äðóãîìó, ÿâíî
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ïðåäúÿâèâ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé
min(s, t). Ïîäîáíûì ïðîöåññîì ñëóæèò ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ
èíòåíñèâíîñòè 1. Âòîðûì ïîäõîäÿùèì ïðîöåññîì (êîòîðûé,
êàê ìû óâèäèì íèæå, â îòëè÷èå îò ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà,
ãàóññîâñêèé) ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, òàêæå íàçûâàåìûé
ïðîöåññîì áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ.

N Îïðåäåëåíèå 4.3. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (Wt, t > 0) íàçûâà-
åòñÿ âèíåðîâñêèì (èëè ïðîöåññîì áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ), åñëè
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:

1. W0 = 0 ï.í.;

2. Wt èìååò íåçàâèñèìûå ïðèðàùåíèÿ;

3. Wt −Ws ∼ N(0, t− s), ∀t > s > 0.

N Çàäà÷à 4.2. Äîêàæèòå, ÷òî âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñóùå-
ñòâóåò.

Ðåøåíèå

Ïóñòü ϕs,t(τ) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ N(0, t −
s), t > s. Òîãäà

ϕs,t(τ) = e−
1
2 τ

2(t−s) = e−
1
2 τ

2(t−u+u−s).

Çíà÷èò, ∀s < u < t, ∀τ ∈ R

ϕs,t(τ) = ϕs,u(τ) · ϕu,t(τ).

Ïî êðèòåðèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè
ïðèðàùåíèÿìè (òåîðåìà 3.1), âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñóùå-
ñòâóåò.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Ìîäåëü âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà Ë.
Áàøåëüå â 1903 ãîäó äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîëåáàíèé êóðñîâ àêöèé
íà áèðæå. Ñ òîãî âðåìåíè äàííûé ïðîöåññ ñòàë îäíèì èç öåí-
òðàëüíûõ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, îí àêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ.
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Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ñâîéñòâ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.
N Çàäà÷à 4.3. Äîêàæèòå, ÷òî âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ

ãàóññîâñêèì.

Ðåøåíèå

Ïóñòü t1, . . . , tn ∈ R+. Íàì íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî
âåêòîð (Wt1 , . . . ,Wtn) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî t1 6 . . . 6 tn. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îïðåäåëå-
íèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Wtn −
Wtn−1

, . . . ,Wt2 −Wt1 ,Wt1 íåçàâèñèìû è èìåþò íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå. Ñòàëî áûòü, âåêòîð (Wtn−Wtn−1

, . . . ,Wt2−
Wt1 ,Wt1) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì. Âåêòîð æå (Wt1 , . . . ,Wtn)
ÿâëÿåòñÿ åãî ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, çíà÷èò, îí òîæå
ãàóññîâñêèé è ïðîöåññ Wt ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Ðàç âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì, òî âàæíî âû-
÷èñëèòü åãî êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ è ôóíêöèþ ñðåäíåãî.

N Çàäà÷à 4.4. Íàéäèòå ôóíêöèþ ñðåäíåãî è êîâàðèàöèîí-
íóþ ôóíêöèþ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà (Wt, t > 0).

Ðåøåíèå

Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ 4.3 âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà
âûòåêàåò, ÷òî Wt ∼ N(0, t). Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî t > 0

EWt = 0.

Äàëåå, ïðè t > s

cov(Wt,Ws) = cov(Wt −Ws,Ws) + cov(Ws,Ws) =

|Wt −Ws è Ws íåçàâèñèìû|

= 0 + cov(Ws,Ws) = DWs = s.

Â îáùåì æå ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

cov(Wt,Ws) = min(t, s).

Çàäà÷à ðåøåíà.
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Ãàóññîâîñòü âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðî-
âàòü åãî âòîðîå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå.

Òåîðåìà 4.2 Ïðîöåññ (Wt, t > 0) ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì ⇔
âûïîëíåíû òðè ñâîéñòâà:

1. Wt � ãàóññîâñêèé ïðîöåññ;

2. EWt = 0 ∀t > 0;

3. cov(Ws,Wt) = min(s, t) ∀s, t > 0.

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîå îïðåäåëåíèå, èñïîëüçóþùåå ãàóññîâîñòü,
çà÷àñòóþ ãîðàçäî óäîáíåå äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî íåêîòîðûé ïðî-
öåññ ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì, âåäü ïðîâåðèòü òî, ÷òî ïðîöåññ ÿâ-
ëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì, ÷àñòî áûâàåò ïðîùå, ÷åì ïðîâåðèòü ñèëüíîå
ñâîéñòâî íåçàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèé.

N Çàäà÷à 4.5. Ïóñòü (Wt, t > 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Äî-
êàæèòå, ÷òî ïðîöåññ

Bt = t ·W 1
t
I{t > 0}

òàêæå ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì.

Ðåøåíèå

Ïðîâåðèì âòîðîå îïðåäåëåíèå èç òåîðåìû 4.2.

1. ∀t1, . . . , tn > 0 âåêòîð (Bt1 , . . . , Btn) ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ãàóññîâñêîãî âåêòîðà(
W 1

t1
, . . . ,W 1

tn

)
. Çíà÷èò, (Bt1 , . . . , Btn) � ãàóññîâñêèé

âåêòîð, à Bt � ãàóññîâñêèé ïðîöåññ.

2. EBt = 0 ∀t > 0.

3. cov(Bt, Bs) = cov(tW 1
t
, sW 1

s
) = tsmin( 1

t
, 1
s
) =

ts
max(t,s)

= min(t, s) ∀t, s > 0.

Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 4.2, ïðîöåññ Bt ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì.

Çàäà÷à ðåøåíà.
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Â çàêëþ÷åíèå òåìû îáñóäèì ñâîéñòâà òðàåêòîðèé âèíå-
ðîâñêîãî ïðîöåññà. Ñíà÷àëà äàäèì îïðåäåëåíèå ìîäèôèêàöèè
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ñ ïîíÿòèåì êîòîðîé ìû óæå ñòàëêèâàëèñü
â çàäà÷å 7 ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ê ïðåäûäóùåé ãëàâå.

N Îïðåäåëåíèå 4.4. Ïðîöåññ (Yt, t ∈ T ) íàçûâàåòñÿ ìîäè-
ôèêàöèåé ïðîöåññà (Xt, t ∈ T ), åñëè

∀t ∈ T P(Xt = Yt) = 1.

Âàæíåéøèìè ñâîéñòâàìè òðàåêòîðèé (Wt, t > 0) ÿâëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå.

1. Òðàåêòîðèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà íåïðåðûâíû ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 1, òî÷íåå, ó íåãî ñóùåñòâóåò ìîäèôèêàöèÿ, âñå òðà-
åêòîðèè êîòîðîé íåïðåðûâíû (ò.í. íåïðåðûâíàÿ ìîäèôèêà-
öèÿ).

2. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 òðàåêòîðèÿ (Wt, t > 0) íå äèôôåðåíöè-
ðóåìà íè â îäíîé òî÷êå R+.

3. Âûïîëíåí çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà, ò.å.

P

(
lim sup
t→+∞

Wt√
2t ln ln t

= 1

)
= 1,

ãäå lim sup
t→+∞

f(t) = lim
t→+∞

(
sup
s>t

f(s)

)
.

Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî âèíåðîâñêèé ïðî-
öåññ äåéñòâèòåëüíî ìîäåëèðóåò õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå (òðàåêòî-
ðèÿ íåïðåðûâíà, íî ñîâñåì íå ãëàäêàÿ), à �ðàçìàõ� îòêëîíåíèÿ
îò íóëÿ âî âðåìåíè èìååò ïîðÿäîê

√
2t ln ln t.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïóñòü (Wt, t > 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Äîêàæèòå, ÷òî
ñëåäóþùèå ïðîöåññû òîæå âèíåðîâñêèå:
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à) Xt = −Wt;

á) Xt =
√
c Wt/c, c > 0;

â) Xt = Wt+a −Wa, a > 0;

ã) Xt = Wt I{t < T}+ (2WT −Wt)I{t > T}.

2. Ïóñòü (Yt, t ∈ [0, 1]) � ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñ íóëåâîé
ôóíêöèåé ñðåäíåãî è êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé r(s, t) =
min(s, t) − st. Äîêàæèòå, ÷òî òàêîé ïðîöåññ ñóùåñòâóåò è
÷òî ïðîöåññ (Xt = (t + 1)Yt/(t+1), t > 0) ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâ-
ñêèì.

3. Ïóñòü W 1
t , . . . ,W

d
t � íåçàâèñèìûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû.

Äîêàæèòå, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïðîöåññWt = (W 1
t , . . . ,W

d
t )

(ìíîãîìåðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ) âûéäåò èç øàðà ïðîèç-
âîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íóëå ïðî-
ñòðàíñòâà Rd.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ãàóññîâñêèé ïðîöåññX = (Xt, t ∈
Rd+) ñ íóëåâîé ôóíêöèåé ñðåäíåãî è êîâàðèàöèîííîé ôóíê-
öèåé

R(s, t) =
d∏
k=1

min(sk, tk),

ãäå s = (s1, . . . , sd) ∈ Rd+, t = (t1, . . . , td) ∈ Rd+.

5. Ïóñòü (Wt, t > 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Äîêàæèòå, ÷òî ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1 åãî òðàåêòîðèÿ èìååò íåîãðàíè÷åííóþ âà-
ðèàöèþ íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå [a, b] ⊂ R+, ò.å. ÷òî

sup
T

n∑
i=1

|Wti+1
−Wti | = +∞ ï.í.,

ãäå T = {a = t0 < . . . < tn = b} � ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b].

6. Ïóñòü (Wt, t ≥ 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Äëÿ êàæäî-
ãî n ∈ N ðàññìîòðèì ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [a; b] òî÷êàìè
a = tn;0 < tn;1 < . . . < tn;N(n) = b, ãäå N(n) ∈ N è
∆T (n) := maxk=0;...;N(n)(tn;k+1 − tn;k) → 0 ïðè n → +∞.

Ïîëîæèì Un :=
∑N(n)−1

k=0 (Wtn;k+1
−Wtn;k

)2. Íàéäèòå ïðåäåë
â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì âåëè÷èí Un, êîãäà n→ +∞.
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7. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {tn, n ∈
N} òàêîâà, ÷òî

∑∞
n=1 t

−1/2
n < ∞. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà

|Wtn | → +∞ ï.í. ñ ðîñòîì n. Çäåñü (Wt, t ≥ 0) � âèíå-
ðîâñêèé ïðîöåññ.

8. Ïóñòü (Xt, t ≥ 0) � ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñî ñòàöèîíàðíûìè
íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè (ñòàöèîíàðíûå ïðèðàùåíèÿ
îçíà÷àþò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Xt−Xs çàâèñèò òîëüêî îò t−
s). Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå êîíñòàíòû a, b ∈ R, ÷òî
ïðîöåññ Yt = (Xt − at)/b ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì.

9. Ïóñòü {ξn, n ∈ Z+} � íåçàâèñèìûå N(0, 1) ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîöåññ

Xt =
ξ0t√
π

+

√
2

π

∞∑
k=1

sin(kt)

k
ξk

ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì íà îòðåçêå [0, π] (ðÿä ïîíèìàåòñÿ êàê
ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ ñóìì â L2).

Óêàçàíèå: íàäî ðàçëîæèòü ôóíêöèþ I[0,t](x) â ðÿä Ôóðüå
ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå íà [0, π], ñîñòàâëåííîé èç√

2
π

cos(kx).
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5. Ìàðêîâñêèå ìîìåíòû

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ïîëåçíûì ÿâëÿåòñÿ àíàëèç
ïîâåäåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè.
Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì âàæíåéøèé ïîäîáíûé êëàññ
ñëó÷àéíûõ ìîìåíòîâ, íàçûâàåìûõ ìàðêîâñêèìè. Äëÿ ýòîãî íàì
ïîíàäîáèòñÿ ââåñòè ðÿä îïðåäåëåíèé.

N Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü (Ω,F,P) � âåðîÿòíîñòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî σ-àëãåáð F = (Ft, t ∈ T ), ãäå T ⊂ R, íàçû-
âàåòñÿ ôèëüòðàöèåé (èëè ïîòîêîì σ-àëãåáð) íà (Ω,F,P), åñëè

∀s < t, s, t ∈ T : Fs ⊂ Ft ⊂ F.

Ôèëüòðàöèþ ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïîòîê èíôîðìàöèè, êîòî-
ðûé óâåëè÷èâàåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

N Îïðåäåëåíèå 5.2. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (Xt, t ∈ T ) íà-
çûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííûì ñ ôèëüòðàöèåé F = (Ft, t ∈ T ), åñëè
∀t ∈ T Xt ÿâëÿåòñÿ Ft-èçìåðèìûì, òî åñòü

σ(Xt) = FXt ⊂ Ft.

Îòêóäà ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ôèëüòðàöèÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå? Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ñ ëþáûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì
ìîæíî ñâÿçàòü íåêîòîðóþ ôèëüòðàöèþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ åãî
åñòåñòâåííîé ôèëüòðàöèåé.

N Îïðåäåëåíèå 5.3. Åñòåñòâåííîé ôèëüòðàöèåé ïðîöåññà
(Xt, t ∈ T ), T ⊂ R, íàçûâàåòñÿ FX = (FXt , t ∈ T ), ãäå

FXt = σ(Xs, s 6 t, s ∈ T ).

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ïðîöåññ ñîãëàñîâàí ñî ñâîåé åñòåñòâåí-
íîé ôèëüòðàöèåé. Òåïåðü ìû ãîòîâû ââåñòè ïîíÿòèå ìàðêîâñêîãî
ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè.
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N Îïðåäåëåíèå 5.4. Ïóñòü T ⊂ R. Îòîáðàæåíèå τ : Ω→ T ∪
{+∞} íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì ìîìåíòîì îòíîñèòåëüíî ôèëü-
òðàöèè F = (Ft, t ∈ T ) íà (Ω,F,P), åñëè ∀t ∈ T âûïîëíåíî

{τ 6 t} ∈ Ft.

Åñëè, ê òîìó æå, âûïîëíåíî P(τ < +∞) = 1, òî τ íàçûâàåòñÿ
ìîìåíòîì îñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî F.

Íåôîðìàëüíûé ñìûñë îïðåäåëåíèÿ ìàðêîâñêîãî ìîìåíòà ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü τ � ñëó÷àéíûé ìîìåíò íàñòóïëåíèÿ
íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ â ïðîöåññå (Xt, t ∈ T ). Òîãäà τ áóäåò ÿâëÿòü-
ñÿ ìàðêîâñêèì ìîìåíòîì îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé ôèëüòðà-
öèè ïðîöåññà Xt, åñëè äëÿ ∀t0 ∈ T ìîæíî îäíîçíà÷íî ñêàçàòü,
íàñòóïèëî óæå τ ê ìîìåíòó âðåìåíè t0 èëè åùå íåò (òî åñòü
τ 6 t0 èëè τ > t0?), çíàÿ ëèøü çíà÷åíèÿ ïðîöåññà Xt äî ìîìåíòà
âðåìåíè t0 âêëþ÷èòåëüíî. Ïðèâåäåì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé
ïîäîáíûé ïðèíöèï.

N Çàäà÷à 5.1. (Xn, n ∈ N) � äåéñòâèòåëüíûé ñëó÷àéíûé ïðî-
öåññ. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ∀B ∈ B(R)

τB = min{n : Xn ∈ B}

ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ìîìåíòîì îòíîñèòåëüíî FX .

Ðåøåíèå

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî

{τB 6 n} =
n⋃
k=1

{Xk ∈ B}︸ ︷︷ ︸
∈FX

k
⊂FXn

∈ FXn .

Çàäà÷à ðåøåíà.

Ó÷èòûâàÿ çàäà÷ó 5.1, ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåð íåìàðêîâñêîãî
ìîìåíòà. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì

τB = min{n : Xn+1 ∈ B}.

Äàííûé ìîìåíò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîöåññà óæå íå áóäåò ìàð-
êîâñêèì, âåäü ñîáûòèå {Xn+1 ∈ B} ìîæåò íå ïðèíàäëåæàòü ýëå-
ìåíòó ôèëüòðàöèè FXn .
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Ñ ìàðêîâñêèì ìîìåíòîì ìîæíî ñâÿçàòü ñèãìà-àëãåáðó ñîáû-
òèé, �ïðîèçîøåäøèõ äî ìîìåíòà âðåìåíè τ �. Äàäèì ôîðìàëüíîå
îïðåäåëåíèå.

N Îïðåäåëåíèå 5.5. Ïóñòü τ � ìàðêîâñêèé ìîìåíò îòíîñè-
òåëüíî F = (Ft, t ∈ T ). Òîãäà ñèãìà-àëãåáðîé Fτ íàçûâàåòñÿ

Fτ := {A ∈ F : ∀t ∈ T {τ 6 t} ∩A ∈ Ft}.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà Fτ .

1. Fτ � äåéñòâèòåëüíî σ-àëãåáðà, ïðè÷åì Fτ ⊂ F.

2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ (âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñøèðåííàÿ, òàê
êàê ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå +∞) èçìåðèìà îòíîñèòåëü-
íî Fτ .

3. Åñëè τ = t = const, òî Fτ = Ft.

Ïåðåéäåì ê ïðèëîæåíèÿì ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ ê âèíåðîâ-
ñêîìó ïðîöåññó. Ñíà÷àëà ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó íåñëîæíîãî
óòâåðæäåíèÿ (êîòîðîå ÷àñòè÷íî óæå âîøëî â ñàìîñòîÿòåëüíóþ
ðàáîòó ê ïðîøëîé ãëàâå), íàçûâàåìîãî ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì,
êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè îñòàíîâèòü âèíåðîâñêèé ïðîöåññ
â ëþáîé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè è çàïóñòèòü âðåìÿ è
ïîëîæåíèå çàíîâî, òî íîâûé ïðîöåññ òàêæå áóäåò âèíåðîâñêèì.

Ëåììà 5.1

(ìàðêîâ-

ñêîå ñâîé-

ñòâî âèíå-

ðîâñêîãî

ïðîöåññà)

Ïóñòü (Wt, t > 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Òîãäà
∀a > 0 ïðîöåññ

Xt = Wt+a −Wa, t > 0,

ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì è íå çàâèñèò îò ñèãìà-
àëãåáðû FWa (ò.å. σ(Xt, t > 0) íå çàâèñèò îò
FWa ).

Åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ìîæíî ëè çàìåíèòü a íà ñëó÷àéíóþ
âåëè÷èíó? Îêàçûâàåòñÿ, óòâåðæäåíèå îñòàíåòñÿ âåðíûì, åñëè a
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çàìåíèòü íà ìîìåíò îñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé ôèëü-
òðàöèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Áîëåå òîãî, ïîäîáíûé ôàêò âåðåí
äëÿ öåëîãî êëàññà ïðîöåññîâ, íàçûâàåìûõ ïðîöåññàìè Ëåâè.

N Îïðåäåëåíèå 5.6. Ïðîöåññ (Xt, t > 0) íàçûâàåòñÿ ïðîöåñ-
ñîì Ëåâè, åñëè îí èìååò íåçàâèñèìûå ñòàöèîíàðíûå ïðèðàùåíèÿ
è X0 = 0 (ï.í.). Ñòàöèîíàðíîñòü ïðèðàùåíèé îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ

ëþáûõ t, s, h ∈ R+ âûïîëíåíî Xt −Xs
d
= Xt+h −Xs+h.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî, íàçû-
âàåìîå ñòðîãî ìàðêîâñêèì.

Òåîðåìà

5.1 (ñòðîãî

ìàðêîâñêîå

ñâîéñòâî)

Ïóñòü (Xt, t > 0) � ïðîöåññ Ëåâè ñ íåïðåðûâ-
íûìè ñïðàâà òðàåêòîðèÿìè, à τ � ìîìåíò
îñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî FX , åñòåñòâåííîé
ôèëüòðàöèè ïðîöåññà X. Òîãäà ïðîöåññ Y =
(Yt, t > 0), ãäå

Yt = Xt+τ −Xτ , t > 0,

èìååò òå æå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ,
÷òî è X, à òàêæå íå çàâèñèò îò ñèãìà-
àëãåáðû Fτ .

Êàê ìû ïîìíèì, âèíåðîâñêèé ïðîöåññ èìååò íåïðåðûâíóþ ìî-
äèôèêàöèþ, à ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ � íåïðåðûâíóþ ñïðàâà.
Òåì ñàìûì, òåîðåìà ïðèìåíèìà ê íèì îáîèì.

Âòîðûì çàìå÷àòåëüíûì óòâåðæäåíèåì î ìîìåíòàõ îñòàíîâêè
ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï îòðàæåíèÿ äëÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.

Òåîðåìà 5.2

(ïðèíöèï

îòðàæåíèÿ)

Ïóñòü (Wt, t > 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, τ �
ìîìåíò îñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî FW . Òîãäà
ïðîöåññ (Zt, t > 0), ãäå

Zt =

{
Wt, t 6 τ,

2Wτ −Wt, t > τ,

ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì.
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Êàêèå ìàðêîâñêèå ìîìåíòû áûëî áû èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü
â ñâÿçè ñ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì? Ìû ðàññìîòðèì τx = inf{t :
Wt = x} � ïåðâûé ìîìåíò âðåìåíè äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ x ∈ R
âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì.

N Çàäà÷à 5.2. Äîêàæèòå, ÷òî τx � ìîìåíò îñòàíîâêè
îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé ôèëüòðàöèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.

Ðåøåíèå

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òðàåêòîðèè Wt íåïðåðûâíû è x > 0 (â
ñëó÷àå x < 0 ðåøåíèå àíàëîãè÷íî). Òîãäà

{τx > t} = |èñïîëüçóåì íåïðåðûâíîñòü òðàåêòîðèé| =

= {∀s 6 t : Ws < x} =

=
∞⋃
k=1

{
∀s 6 t : Ws 6 x− 1

k

}
=

=
∞⋃
k=1

⋂
s∈Q
s6t

{
Ws 6 x− 1

k

}
︸ ︷︷ ︸

∈FWs ⊂FWt

∈ FWt .

Çíà÷èò, ðàç {τx > t} = Ω \ {τx 6 t} ∈ FWt , òî τx � ìàð-
êîâñêèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî FW . Èç çàêîíà ïîâòîðíîãî
ëîãàðèôìà âûòåêàåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 òðàåêòîðèÿWt

ðàñòåò ââåðõ íåîãðàíè÷åííî. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ òàêîå t, ÷òî
Wt = x, è, ñòàëî áûòü, P(τx < +∞) = 1.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τx ìîæíî íàéòè ðàñïðåäåëå-
íèå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà íà îòðåçêå
[0, t]. Îáîçíà÷èì Mt = max

s6t
Ws. Çàìåòèì ïðîñòóþ ñâÿçü Mt ñ τx:

äëÿ ëþáîãî x > 0
{Mt > x} = {τx 6 t}.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîöåññ Mt ÿâëÿåòñÿ ñî-
ãëàñîâàííûì ñ åñòåñòâåííîé ôèëüòðàöèåé âèíåðîâñêîãî ïðîöåñ-
ñà.

Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà îòðàæåíèÿ ìîæíî îòûñêàòü ñîâìåñòíîå
ðàñïðåäåëåíèå Mt è Wt.
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Òåîðåìà 5.3 Äëÿ ëþáûõ x, y, t > 0 âûïîëíåíî:

P(Wt < y − x,Mt > y) = P(Wt > y + x).

Èç äàííîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Mt = max

s∈[0,t]
Ws.

Òåîðåìà 5.4

(Áàøåëüå)

Âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ïî ðàñïðåäåëåíèþ

Mt
d
= |Wt|.

N Çàäà÷à 5.3. Äîêàæèòå òåîðåìó Áàøåëüå.

Ðåøåíèå

P(Mt > y) = P(Mt > y, Wt < y) + P(Mt > y, Wt > y) =

= |òåîðåìà 5.3 ñ x = 0 äëÿ ïåðâîé âåðîÿòíîñòè,

{Wt > y} ⊂ {Mt > y} äëÿ âòîðîé| =

= P(Wt > y) + P(Wt > y) = 2P(Wt > y) =

= P(|Wt| > y).

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïóñòü çàäàíà ôèëüòðàöèÿ F = (Fn, n ∈ N), à τ1, τ2, . . . �
ìàðêîâñêèå ìîìåíòû îòíîñèòåëüíî F. Äîêàæèòå, ÷òî ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû

m∑
k=1

τk,
m∏
k=1

τk, sup
k

τk, inf
k
τk
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òîæå ÿâëÿþòñÿ ìàðêîâñêèìè ìîìåíòàìè îòíîñèòåëüíî F.

2. Ïóñòü çàäàíà ôèëüòðàöèÿ F = (Ft, t ≥ 0), à τ1, τ2, . . . � ìàð-
êîâñêèå ìîìåíòû îòíîñèòåëüíî F. Äîêàæèòå, ÷òî

m∑
k=1

τk, max
k=1,...,m

τk, min
k=1,...,m

τk

òîæå ÿâëÿþòñÿ ìàðêîâñêèìè ìîìåíòàìè îòíîñèòåëüíî F.

3. à) Ïóñòü τ � ìàðêîâñêèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè
F = (Ft, t ∈ T ), ãäå T ⊂ R+. Äîêàæèòå, ÷òî τ ÿâëÿåòñÿ Fτ -
èçìåðèìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

á) Ïóñòü τ � ìàðêîâñêèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè
F = (Fn, n ∈ N), à ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (Xn, n ∈ N) ñîãëàñî-
âàí ñ F. Äîêàæèòå, ÷òî Xτ ÿâëÿåòñÿ Fτ -èçìåðèìûì (ñ÷èòà-
åì, ÷òî Xτ = +∞, åñëè τ = +∞).

4. Ïóñòü çàäàíà ôèëüòðàöèÿ F = (Ft, t ∈ T ), T ⊂ R, íà
(Ω,F,P). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ σ, τ îò-
íîñèòåëüíî F è äëÿ ëþáîãî A ∈ Fτ âûïîëíåíî

A ∩ {τ ≤ σ} ∈ Fτ ∩ Fσ.

Çàìå÷àíèå. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè τ ≤
σ, òî Fτ ⊂ Fσ.

5. Ïóñòü (Wt, t ≥ 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, à τx = inf{t :
Wt = x} � ïåðâûé ìîìåíò äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ x. Ñ ïîìî-
ùüþ òåîðåìû Áàøåëüå âû÷èñëèòå ïëîòíîñòü τx è Eτx.

6. Ïóñòü (Wt, t ≥ 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Ïîëîæèì τ =
min{t : Wt = y} äëÿ íåêîòîðîãî y > 0. Íàéäèòå ïëîòíîñòü
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Ya = supt∈[τ,τ+a]Wt.

7. Ïóñòü (Wt, t ≥ 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Äîêàæèòå, ÷òî
äëÿ ëþáûõ 0 ≤ a < b ≤ c < d ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âûïîëíåíî

max
s∈[a,b]

Ws 6= max
s∈[c,d]

Ws.
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Çàìå÷àíèå. Òåì ñàìûì, ðàçóìíî îïðåäåëåíà âåëè÷èíà

T[a,b] = arg max
s∈[a,b]

Ws,

ìîìåíò âðåìåíè äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà íà îòðåçêå [a, b].

8. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû T = T[0,1] èç
ïðåäûäóùåé çàäà÷è. À èìåííî, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ t ∈ (0, 1)

P(T ≤ t) =
1

π
arcsin

√
t.

9. Ïóñòü (Wt, t > 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, à u > s > 0.
Íàéäèòå

P (Wt íå èìååò íóëåé íà îòðåçêå [s, u]) .
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6. Ìàðòèíãàëû

Áîëüøàÿ ÷àñòü îñòàâøèõñÿ ãëàâ íàñòîÿùåãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ
ïîñâÿùåíà ðàçëè÷íûì êëàññàì ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, íàèáîëåå
âàæíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé. Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ
ìû óæå ðàññìîòðåëè ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè
è ãàóññîâñêèå ïðîöåññû. Â ýòîé ãëàâå ðå÷ü ïîéäåò î ìàðòèíãàëàõ.

N Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü T ⊂ R. Ïðîöåññ (Xt, t ∈ T ) íàçû-
âàåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè F = (Ft, t ∈ T ),
åñëè

1. Xt ñîãëàñîâàí ñ F;

2. Xt ÿâëÿåòñÿ L1-ïðîöåññîì, ò.å. ∀t ∈ T E|Xt| < +∞;

3. E(Xt|Fs) = Xs ï.í. ∀s 6 t, s, t ∈ T .

N Îïðåäåëåíèå 6.2. Åñëè âìåñòî óñëîâèÿ 3 âûïîëíåíî

E(Xt|Fs) > Xs ï.í. ∀s 6 t, s, t ∈ T,

òî ïðîöåññ Xt íàçûâàåòñÿ ñóáìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî F.
Åñëè æå âìåñòî óñëîâèÿ 3 âûïîëíåíî

E(Xt|Fs) 6 Xs ï.í. ∀s 6 t, s, t ∈ T,

òî Xt íàçûâàåòñÿ ñóïåðìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî F.

Ñóáìàðòèíãàëû è ñóïåðìàðòèíãàëû � ýòî ìàðòèíãàëû �íà-
ïîëîâèíó�. Äëÿ ìàðòèíãàëîâ óñëîâèå 3 îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ
ñðåäíåãî ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, EXt = EXs ∀s, t ∈ T .

N Îïðåäåëåíèå 6.3.Ìàðòèíãàëàìè (áåç óêàçàíèÿ ôèëüòðà-
öèè) áóäåì íàçûâàòü ìàðòèíãàëû îòíîñèòåëüíî èõ åñòåñòâåííîé
ôèëüòðàöèè.

Êàêèå æå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ ìàðòèíãàëàìè? Ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà äàåò êðèòåðèé ìàðòèíãàëüíîñòè äëÿ ïðîöåññîâ ñ íåçà-
âèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè.
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Òåîðåìà 6.1 Ïóñòü (Xt, t ∈ T ) � L1-ïðîöåññ, èìåþùèé
íåçàâèñèìûå ïðèðàùåíèÿ. Òîãäà Xt � ìàðòèí-
ãàë ⇔ EXt = const, ò.å. ôóíêöèÿ ñðåäíåãî ïî-
ñòîÿííà.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ñðåäíåãî íå óáûâàåò,
òî ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ ñóáìàðòèí-
ãàëîì. Åñëè æå îíà íå âîçðàñòàåò, òî òîãäà � ñóïåðìàðòèíãàëîì.

Òåîðåìà 6.1 ñðàçó äàåò íàì íåñêîëüêî õîðîøèõ ïðèìåðîâ ìàð-
òèíãàëîâ.

1. Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ (Wt, t > 0) � ìàðòèíãàë.

2. (Sn, n ∈ Z+) � ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, Sn = ξ1 + . . .+ξn, ξi �
íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, E|ξi| < +∞. Òîãäà Sn �
ìàðòèíãàë ⇔ ∀i Eξi = 0.

3. Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ (Nt, t > 0) � ñóáìàðòèíãàë.

4. Ïóñòü ξn, n ∈ N � íåçàâèñèìûå íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, Sn = ξ1 · . . . · ξn. Òîãäà Sn � ìàðòèíãàë
⇔ Eξi = 1 äëÿ âñåõ i.

N Çàäà÷à 6.1. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, E|ξ| < +∞,
F = (Ft, t ∈ T ) � ôèëüòðàöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîöåññ

Xt = E(ξ|Ft)

ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî F.
Ðåøåíèå

Ïåðâûå äâà óñëîâèÿ î÷åâèäíû.
Ïóñòü t > s.

E(Xt|Fs) = E
(
E(ξ|Ft)

∣∣∣Fs) = |ò.ê. Fs ⊂ Ft| =

= E(ξ|Fs) = Xs (ï.í.).

Çàäà÷à ðåøåíà.

Ìàðòèíãàëû èç çàäà÷è 6.1 ïðèíÿòî íàçûâàòü ìàðòèíãàëàìè
Ëåâè.
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N Çàäà÷à 6.2. Ïóñòü (Xt, t ∈ T ) � ìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî
F = (Ft, t ∈ T ), à h(x) � òàêàÿ âûïóêëàÿ êíèçó ôóíêöèÿ, ÷òî
E|h(Xt)| <∞. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîöåññ

Yt = h(Xt)

ÿâëÿåòñÿ ñóáìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî F.

Ðåøåíèå

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ h ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîé, ðàç îíà
âûïóêëàÿ. Â óñëîâèè çàäà÷è ñêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êî-
íå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Yt, çíà÷èò, âûïîëíåíî
óñëîâèå 2 èç îïðåäåëåíèÿ ìàðòèíãàëà. Óñëîâèå ñîãëàñî-
âàííîñòè 1 î÷åâèäíî èç ñîãëàñîâàííîñòè ïðîöåññà Xt. Ïî-
êàæåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 3. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåì-
ñÿ íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà äëÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ:

E(Yt|Fs) = E(h(Xt)|Fs) > h(E(Xt|Fs)) = h(Xs) = Ys (ï.í.).

Çàäà÷à ðåøåíà.

Â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî âðåìåíè ñâîéñòâî (3) èç îïðåäåëåíèÿ 6.1
äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü òîëüêî äëÿ ñîñåäíèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè.

N Çàäà÷à 6.3. Äîêàæèòå, ÷òî L1-ïðîöåññ (Xn, n ∈ Z+), ñîãëà-
ñîâàííûé ñ ôèëüòðàöèåé F = (Fn, n ∈ Z+), ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãà-
ëîì îòíîñèòåëüíî F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀n E(Xn|Fn−1) =
Xn−1 (ï.í.).

Ðåøåíèå

Â ïðÿìóþ ñòîðîíó âñå î÷åâèäíî. Ïóñòü n > k, òîãäà, èñ-
ïîëüçóÿ ñâîéñòâà óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ,
ïîëó÷àåì, ÷òî

E(Xn|Fk) = E(E(Xn|Fn−1)|Fk) =

= E(Xn−1|Fk) = . . .

= E(Xk+1|Fk) = Xk (ï.í.).

Çàäà÷à ðåøåíà.
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Ðàññìîòðèì äâà âàæíûõ ñâîéñòâà ìàðòèíãàëîâ. Ïåðâûì ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå Äóáà�Ìåéåðà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðîöåññîâ ñ
äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Äëÿ åãî ôîðìóëèðîâêè íàì ïîíàäîáèòñÿ
ïîíÿòèå ïðåäñêàçóåìîãî ïðîöåññà.

N Îïðåäåëåíèå 6.4. Ïðîöåññ (Xn, n ∈ N) ÿâëÿåòñÿ ïðåä-
ñêàçóåìûì îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè (Fn, n ∈ Z+), åñëè Xn

èçìåðèì îòíîñèòåëüíî Fn−1 äëÿ âñåõ n ∈ N.

Òåîðåìà 6.2

(ðàçëîæå-

íèå Äóáà�

Ìåéåðà)

Ïóñòü (Xn, n ∈ Z+) � L1-ïðîöåññ, ñîãëàñîâàí-
íûé ñ ôèëüòðàöèåé F = (Fn, n ∈ Z+). Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå âèäà

Xn = Mn +An,

ãäåMn � ìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî F, (An, n ∈
N) � ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ îòíîñèòåëüíî F,
à A0 = 0 ï.í.

Çàìåòèì â ñâÿçè ñ òåîðåìîé, ÷òî ïðîöåññ (Xn, n ∈ Z+) ÿâëÿåò-
ñÿ ñóáìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
â åãî ðàçëîæåíèè Äóáà-Ìåéåðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü An ÿâëÿåòñÿ
ï.í. íåóáûâàþùåé.

Âòîðîå ñâîéñòâî ñâÿçûâàåò ìàðòèíãàëû ñ ìàðêîâñêèìè ìî-
ìåíòàìè è íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé îá îñòàíîâêå.

Òåîðåìà 6.3

(òåîðåìà îá

îñòàíîâêå)

Ïóñòü (Xn, n ∈ Z+) − L1-ïðîöåññ, ñîãëàñîâàí-
íûé ñ ôèëüòðàöèåé F = (Fn, n ∈ Z+). Òîãäà
Xn ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì (ñóáìàðòèíãàëîì)
îòíîñèòåëüíî F ⇔ äëÿ ëþáûõ τ, σ � îãðàíè-
÷åííûõ ïî÷òè íàâåðíîå ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ
îòíîñèòåëüíî F òàêèõ, ÷òî τ 6 σ ï.í., âûïîë-
íåíî

EXτ = (6) EXσ.

Òåîðåìà îá îñòàíîâêå îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå â ñëó-
÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè ó ìàðòèíãàëà îñòàåòñÿ òåì æå, ÷òî è
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â íåñëó÷àéíûå. Áîëåå òîãî, ýòî ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó
ìàðòèíãàëüíîñòè.

Ìîæíî ëè îòêàçàòüñÿ îò îãðàíè÷åííîñòè ìàðêîâñêèõ ìîìåí-
òîâ? Îêàçûâàåòñÿ, íåò.

N Çàäà÷à 6.4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìàðòèíãàëà (Xn, n ∈ Z+) è
òàêèõ ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ τ, σ îòíîñèòåëüíî åãî åñòåñòâåííîé
ôèëüòðàöèè, ÷òî EXτ 6= EXσ.

Ðåøåíèå

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøåå ñèììåòðè÷íîå ñëó÷àéíîå áëóæäà-
íèå íà ïðÿìîé (Sn, n ∈ Z+) è ïîëîæèì τ = min{n : Sn =
1}, σ = min{n : Sn = 2}. Òîãäà Sn � ìàðòèíãàë, íî

ESτ = 1 < 2 = ESσ.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Òåì íå ìåíåå, òåîðåìà îá îñòàíîâêå ïðèìåíèìà â ñëó÷àå, êîãäà
ìàðêîâñêèå ìîìåíòû íå îãðàíè÷åíû, íî îãðàíè÷åí ñàì ïðîöåññ
äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè.

Ëåììà 6.1 Ïóñòü (Xn, n ∈ Z+) � ìàðòèíãàë îòíîñèòåëü-
íî F = (Fn, n ∈ Z+), à τ � ìîìåíò îñòàíîâêè
îòíîñèòåëüíî F, ïðè÷åì ∃c > 0 òàêàÿ, ÷òî

∀n ∈ Z+ |Xmin(τ,n)| 6 c.

Òîãäà EXτ = EX0.

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ àíàëîãîâ òåîðåìû îá îñòàíîâêå äëÿ
ñëó÷àÿ íåïðåðûâíîãî âðåìåíè. Çäåñü ìàðêîâñêèå ìîìåíòû íóæ-
íî çàìåíèòü íà îïöèîíàëüíûå.

N Îïðåäåëåíèå 6.5. Îòîáðàæåíèå τ : Ω → [0,+∞] íà-
çûâàåòñÿ îïöèîíàëüíûì ìîìåíòîì îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè
F = (Ft, t > 0), åñëè

∀t > 0 {ω : τ(ω) < t} ∈ Ft.
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Ïðèìåðàìè îïöèîíàëüíûõ ìîìåíòîâ ìîãóò ñëóæèòü ïåðâûå
ìîìåíòû ïîïàäàíèÿ ïðîöåññà â îòêðûòûå ìíîæåñòâà.

N Çàäà÷à 6.5. Ïóñòü (Xt, t > 0) � ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûìè
ñïðàâà òðàåêòîðèÿìè, à G ⊂ R � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà

τ = inf{t : Xt ∈ G}

ÿâëÿåòñÿ îïöèîíàëüíûì ìîìåíòîì îòíîñèòåëüíî FX .

Ðåøåíèå

Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà
òðàåêòîðèé ïðîöåññà

{τ > t} =
⋂

s∈Q, s<t
{Xs /∈ G} ∈ FXt .

Çàäà÷à ðåøåíà.

Òåîðåìà 6.4 Ïóñòü (Xt, t > 0) � ìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî
F = (Ft, t > 0) ñ íåïðåðûâíûìè ñïðàâà òðàåê-
òîðèÿìè. Òîãäà ∀ τ, σ : τ 6 σ (ï.í.) � îãðàíè-
÷åííûõ îïöèîíàëüíûõ ìîìåíòîâ îòíîñèòåëü-
íî F âûïîëíåíî

EXτ = EXσ.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïóñòü (Wt, t > 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðîöåññ Yt = W 2

t − t ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî
åñòåñòâåííîé ôèëüòðàöèè ïðîöåññà Wt.

2. Ïóñòü (Wt, t ≥ 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Íàéäèòå âñå òàêèå
ïàðû (α, β) ∈ R2, ÷òî ïðîöåññ

(Xt = exp {αWt + βt} , t ≥ 0)
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ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì (ñóáìàðòèíãàëîì, ñóïåðìàðòèíãà-
ëîì) îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé ôèëüòðàöèè ïðîöåññà Wt.

3. Ïóñòü ξ1, . . . , ξn, . . . � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò ïëîò-
íîñòü fn(x1, . . . , xn) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, . . . , ξn). Ïóñòü
η1, . . . , ηn, . . . � äðóãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí, ïðè÷åì òàêæå äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò ïëîòíîñòü
gn(x1, . . . , xn) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (η1, . . . , ηn). Äîêàæèòå,
÷òî ïðîöåññ

Xn =
gn(ξ1, . . . , ξn)

fn(ξ1, . . . , ξn)

ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè
(Fn = σ(ξ1, . . . , ξn), n ∈ N).

4. Ïóñòü (Wt, t > 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, à τ � ìîìåíò
îñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî åãî åñòåñòâåííîé ôèëüòðàöèè. Äî-
êàæèòå, ÷òî ïðîöåññ

(Xt = Wmin(t,τ), t > 0)

ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé ôèëüòðà-
öèè ïðîöåññà Wt.

Óêàçàíèå: íàäî àïïðîêñèìèðîâàòü τ ìàðêîâñêèìè ìîìåí-
òàìè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé.

5. Ïóñòü (Xn, n ∈ Z+) � âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ Ãàëüòîíà�
Âàòñîíà ñ çàêîíîì ðàçìíîæåíèÿ ÷àñòèö Pois(3). Íàéäèòå
ðàçëîæåíèå Äóáà�Ìåéåðà äëÿ äàííîãî ïðîöåññà.

6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè τ � ìàðêîâñêèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî
F = (Ft, t > 0), òî τ ÿâëÿåòñÿ è îïöèîíàëüíûì ìîìåíòîì
îòíîñèòåëüíî F.

7. Ïóñòü (Wt, t > 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, à τ = min{t :
|Wt| = 1}. Âû÷èñëèòå Eτ .

8. Ïóñòü (Sn, n ∈ N) � ïðîñòåéøåå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñ
âåðîÿòíîñòüþ øàãà âïðàâî p. Ïóñòü a < x < b � öåëûå
÷èñëà, à Xn = x + Sn, n > 1. Îáîçíà÷èì τ = min{n : Sn ∈
{a, b}} � ìîìåíò âûõîäà ïðîöåññàXn èç ïîëîñû. Âû÷èñëèòå
Eτ .
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7. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì îäèí èç íàèáîëåå èçâåñò-
íûõ êëàññîâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ � ìàðêîâñêèå ïðîöåññû.

N Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïðîöåññ (Xt, t ∈ T ), T ⊂ R, íàçûâàåòñÿ
ìàðêîâñêèì îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè F = (Ft, t > 0), åñëè Xt

ñîãëàñîâàí ñ F è ∀s 6 t (s, t ∈ T ), ∀f � îãðàíè÷åííîé áîðåëåâñêîé
ôóíêöèè âûïîëíåíî

E
(
f(Xt)

∣∣Fs) = E
(
f(Xt)

∣∣Xs

)
.

Ìàðêîâñêèìè ïðîöåññàìè áåç óêàçàíèÿ ôèëüòðàöèè íàçûâàþòñÿ
ìàðêîâñêèå ïðîöåññû îòíîñèòåëüíî ñâîåé åñòåñòâåííîé ôèëü-
òðàöèè.

Ñìûñë îïðåäåëåíèÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ñîñòîèò â òîì,
÷òî ðàñïðåäåëåíèå �áóäóùåãî� (Xt) çàâèñèò îò �ïðîøëîãî� (Fs)
òîëüêî ÷åðåç �íàñòîÿùåå� (Xs).

Êàêèå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ ìàðêîâñêèìè? Äëÿ îòâåòà íà ïî-
äîáíûé âîïðîñ ïîëåçíî ïðèìåíÿòü ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ
ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà.

Òåîðåìà 7.1 Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

1. (Xt, t ∈ T ) � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ;

2. ∀m, ∀s1 < · · · < sm < s < t, ∀f � îãðàíè-
÷åííîé áîðåëåâñêîé ôóíêöèè âûïîëíåíî

E
(
f(Xt)

∣∣Xs, Xsm , . . . , Xs1

)
= E

(
f(Xt)

∣∣Xs

)
;

3. ∀m, ∀s1 < · · · < sm < s < t, ∀B ∈ B(R)
âûïîëíåíî

P
(
Xt ∈ B

∣∣Xs, Xsm , . . . , Xs1

)
= P

(
Xt ∈ B

∣∣Xs

)
.

Ïåðâûé êëàññ ïðîöåññîâ, êîòîðûé ïîëíîñòüþ âõîäèò â êëàññ
ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ, � ýòî ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðà-
ùåíèÿìè.
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Òåîðåìà 7.2 Ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè ÿâ-
ëÿþòñÿ ìàðêîâñêèìè.

Òåîðåìà 7.2 ñðàçó äàåò íàì íåñêîëüêî õîðîøèõ ïðèìåðîâ ìàð-
êîâñêèõ ïðîöåññîâ:

• âèíåðîâñêèé ïðîöåññ (Wt, t > 0);

• ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ (Nt, t > 0);

• ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà ïðÿìîé.

N Çàäà÷à 7.1. Äîêàæèòå, ÷òî âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ Ãàëüòîíà�
Âàòñîíà (Xn, n ∈ Z+) ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì.

Ðåøåíèå

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì 3 èç òåîðåìû 7.1.

P(Xn = j|Xn−1 = m, . . . ,X1 = a) =

= P

(
Xn−1∑
i=1

ξ
(n)
i = j

∣∣∣Xn−1 = m, . . . ,X1 = a

)
=

= P

(
m∑
i=1

ξ
(n)
i = j

∣∣∣Xn−1 = m, . . . ,X1 = a

)
=

= |ξ(n)
i íå çàâèñÿò îò Xk, k 6 n− 1|

= P

(
m∑
i=1

ξ
(n)
i = j

)
= |àíàëîãè÷íî| =

= P(Xn = j|Xn−1 = m).

Çíà÷èò, P(Xn = j|Xn−1, . . . , X1) = P(Xn = j|Xn−1) è ïðî-
öåññ ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Â îòëè÷èå îò ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, ãàóñ-
ñîâñêèå ïðîöåññû äàëåêî íå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ìàðêîâñêèìè. Êàê
ìû ïîìíèì, ðàñïðåäåëåíèå ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ çàâèñèò îò
êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ñâîéñòâî
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ìàðêîâîñòè äîëæíî ôîðìóëèðîâàòüñÿ êàê íåêîòîðîå óñëîâèå
íà êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ. Ýòî óñëîâèå ñôîðìóëèðîâàíî â
ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 7.3 Ïóñòü (Xt, t ∈ T ), T ⊆ R, � ãàóññîâñêèé ïðî-
öåññ ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé R(s, t). Òîãäà
Xt ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ∀s 6 u 6 t, u, s, t ∈ T, âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

R(s, u) ·R(u, t) = R(s, t) ·R(u, u).

Îáøèðíûå èññëåäîâàíèÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñâÿçàíû ñ
èçó÷åíèåì ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé.

N Îïðåäåëåíèå 7.2. Ïóñòü T ⊂ R. Ôóíêöèÿ P (s, x, t, B), ãäå
s, t ∈ T, s 6 t, x ∈ R, B ∈ B(R), íàçûâàåòñÿ ïåðåõîäíîé ôóíêöèåé,
åñëè

1. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ s, x, t P (s, x, t, ·) ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñò-
íîé ìåðîé íà R.

2. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ s, t, B ôóíêöèÿ P (s, ·, t, B) ÿâëÿåòñÿ
áîðåëåâñêîé.

3. Ïðè t = s

P (s, x, s, B) = δx(B) = I{x ∈ B}.

4. Ïðè s 6 u 6 t, s, u, t ∈ T, x ∈ R, B ∈ B(R) âûïîëíÿåòñÿ
óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà:

P (s, x, t, B) =

∫
R
P (s, x, u, dy) · P (u, y, t, B).
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N Îïðåäåëåíèå 7.3. Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ (Xt, t ∈ T ) îáëà-
äàåò ïåðåõîäíîé ôóíêöèåé P (s, x, t, B), åñëè

P(Xt ∈ B|Xs = x) = P (s, x, t, B)

PXs-ï.í. îòíîñèòåëüíî x (ò.å. ïî÷òè äëÿ âñåõ x èç ðàñïðåäåëåíèÿ
PXs íà R).

Ñìûñë äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ó ìàðêîâ-
ñêîãî ïðîöåññà ñ ïåðåõîäíîé ôóíêöèåé ñóùåñòâóåò �õîðîøèé�
âàðèàíò óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà. Âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóåò ëè ó ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà
ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíûì è äî êîíöà íå
èçó÷åííûì. Âïðî÷åì, ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïîêàçûâàåò, ÷òî ñàìà
ôóíêöèÿ P(Xt ∈ B|Xs = x) áëèçêà ê òîìó, ÷òîáû îáëàäàòü
âñåìè èñêîìûìè ñâîéñòâàìè.

N Çàäà÷à 7.2. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ P(Xt ∈ B|Xs = x)
ìàðêîâñêîãî ïðîöåññàXt îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1-4 ïî÷òè äëÿ âñåõ
x ïî ìåðå PXs .

Ðåøåíèå

Ñâîéñòâà 1-3 ñëåäóþò èç ñâîéñòâ óñëîâíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé. Äîêàæåì ëèøü ÷åòâåðòîå ñâîéñòâî. Îáîçíà÷èì
P (s, x, t, B) = P(Xt ∈ B|Xs = x). Òîãäà äëÿ ëþáûõ
s 6 u 6 t:

P (s,Xs, t, B) = P(Xt ∈ B|Xs) = E(I{Xt ∈ B}|Xs) =

= E(E(I{Xt ∈ B}|Xu, Xs)|Xs) =

= E(E(I{Xt ∈ B}|Xu)|Xs) =

= E(P(Xt ∈ B|Xu)|Xs) =

= E(P (u,Xu, t, B)|Xs) (ï.í.).
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Çíà÷èò,

P (s, x, t, B) = E(P (u,Xu, t, B)|Xs = x) =

= |îáîçíà÷èì ÷åðåç Q óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå

Xu ïðè Xs = x| =

∫
R
P (u, y, t, B)Q(dy) =

= |ò.ê. Q(A) = P (s, x, u,A)| =

=

∫
R
P (u, y, t, B) · P (s, x, u, dy) (PXs-ï.í.).

Çàäà÷à ðåøåíà.

Çàäà÷à 7.2 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàðêîâñêèõ ïðî-
öåññîâ èìååò ìåñòî ëèøü îñëàáëåííûé âàðèàíò ñâîéñòâà 4, ñïðà-
âåäëèâûé íå äëÿ âñåõ x, à ëèøü äëÿ ïî÷òè âñåõ ïî ìåðå PXs .

Â çàêëþ÷åíèå äàäèì îïðåäåëåíèå ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè.
N Îïðåäåëåíèå 7.4. Åñëè ïåðåõîäíàÿ ôóíêöèÿ P (s, x, t, B)

ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà Xt èìååò âèä

P (s, x, t, B) =

∫
B

p(s, x, t, y)dy,

òî p(s, x, t, y) íàçûâàåòñÿ ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ ïðîöåññà Xt.

Â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ ìû ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûå ïîäêëàññû
ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ � ìàðêîâñêèå öåïè.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïóñòü (Xt, t ∈ T ) � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, T ⊂ R+. Ïóñòü äëÿ
ëþáîãî t ∈ T çàäàíà áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ ht. Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Yt = (ht(Xt), t ∈ T ). Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè ht � áèåêöèÿ äëÿ ëþáîãî t ∈ T (ñ÷èòàåì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå h−1

t � òîæå áîðåëåâñêàÿ), òî Yt � òîæå ìàðêîâñêèé
ïðîöåññ. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà Xt è áî-
ðåëåâñêèõ ôóíêöèé ht, ïðè êîòîðûõ ïðîöåññ Yt íå ÿâëÿåòñÿ
ìàðêîâñêèì.
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2. Ïóñòü (Xt, t ∈ T ), (Yt, t ∈ T ) � íåçàâèñèìûå ìàðêîâñêèå
ïðîöåññû. Âåðíî ëè, ÷òî ïðîöåññ (Xt + Yt, t ∈ T ) òîæå ìàð-
êîâñêèé?

3. Âåðíî ëè, ÷òî îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö Y = (Yn = X0 + . . . +
Xn, n ∈ Z+) âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà Ãàëüòîíà�Âàòñîíà X =
(Xn, n ∈ Z+) ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì à) îòíîñèòåëü-
íî åñòåñòâåííîé ôèëüòðàöèè ïðîöåññà X, á) îòíîñèòåëüíî
åñòåñòâåííîé ôèëüòðàöèè ïðîöåññà Y ?

4. Ïóñòü (Wt, t > 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. ßâëÿåòñÿ ëè ìàð-
êîâñêèì ïðîöåññ Xt = W 2

t ?

5. Ïóñòü (Wt, t > 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, à τx = min{t :
Wt = x} äëÿ x > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîöåññ τ = (τx, x > 0)
ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì.

6. Ïóñòü (Wt, t > 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Âû÷èñëèòå åãî
ïåðåõîäíóþ ïëîòíîñòü.

7. Ïóñòü (Xn, n > 0) � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ
ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà ìíîæåñòâå {−1, 0, 1}. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîöåññ

Yn = X0X1 +X1X2 + . . .+Xn−1Xn.

Äîêàæèòå, ÷òî Xn ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî
ôèëüòðàöèè

F = (σ(X1, . . . , Xn), n ∈ Z+),

íî íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì îòíîñèòåëüíî íåå.
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8. Ìàðêîâñêèå öåïè ñ äèñêðåòíûì

âðåìåíåì

Ìàðêîâñêèå öåïè � ýòî ìàðêîâñêèå ïðîöåññû, ïðèíèìàþùèå
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî çíà÷åíèé. Ïóñòü X � íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Äëÿ óäîáñòâà âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ëèáî X = {1, . . . , N}, ëèáî X = N.

N Îïðåäåëåíèå 8.1. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (Xn, n ∈ Z+) ñî
çíà÷åíèÿìè â X íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêîé öåïüþ, åñëè äëÿ ëþáî-
ãî m ∈ N, äëÿ ëþáûõ k1 < . . . < km < k < n è äëÿ ëþáûõ
a1, . . . , am, i, j ∈ X âûïîëíåíî (ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî)

P(Xn = j|Xk = i,Xkm = am, . . . , Xk1 = a1) = P(Xn = j|Xk = i)

âñåãäà, êîãäà P(Xk = i,Xkm = am, . . . , Xk1 = a1) > 0.

Îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî �áóäóùåå� ïðîöåññà (Xn) è åãî
�ïðîøëîå� (Xkm , . . . , Xk1) íåçàâèñèìû ïðè ôèêñèðîâàííîì �íà-
ñòîÿùåì� (Xk). Òàêæå èç òåîðåìû 7.1 ñëåäóåò, ÷òî ìàðêîâñêàÿ
öåïü � ýòî ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ÷èñëîì
çíà÷åíèé. Ôîðìàëüíîå óòâåðæäåíèå, îáúÿñíÿþùåå îáîçíà÷åí-
íóþ âûøå íåçàâèñèìîñòü, ñôîðìóëèðîâàíî íèæå.

Ëåììà 8.1 Ïóñòü (Xn, n ∈ Z+) � ìàðêîâñêàÿ öåïü. Äëÿ
a0, . . . , an ∈ X îáîçíà÷èì

A = {Xn = an, . . . , Xk+1 = ak+1}, (�áóäóùåå�)

B = {Xk = ak}, (�íàñòîÿùåå�)

C = {Xk−1 = ak−1, . . . , X0 = a0}. (�ïðîøëîå�)

Òîãäà P(AC|B) = P(A|B) · P(C|B).

Â òåîðèè ìàðêîâñêèõ öåïåé ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëî-
ãèÿ.

• Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé öåïè X íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì. Ýëåìåíòû öåïè íàçûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè öåïè.
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• Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

pij(k, n) := P(Xn = j|Xk = i)

ïðè k < n, i, j ∈ X íàçûâàþòñÿ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿ-
ìè ìàðêîâñêîé öåïè.

• Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè ïðè ôèêñèðîâàííûõ k < n îá-
ðàçóþò ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P (k, n) =∥∥pij(k, n)

∥∥
i,j∈X, ãäå i � íîìåð ñòðîêè ìàòðèöû, à j � íî-

ìåð ñòîëáöà.

• Âåêòîð ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X0, Π(0) =(
pj(0), j ∈ X

)
, ãäå pj(0) = P(X0 = j), íàçûâàåòñÿ íà÷àëü-

íûì ðàñïðåäåëåíèåì öåïè.

• Âåêòîð Π(n) =
(
pj(n), j ∈ X

)
, ãäå pj(n) = P(Xn = j),

åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü êàê ðàñïðåäåëåíèå öåïè â ìîìåíò
âðåìåíè n.

Êàê ìû óâèäèì äàëåå, âåêòîðû Π(n) óäîáíî ïîíèìàòü êàê
âåêòîð�ñòðîêè.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàðêîâñêîé
öåïè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè è
íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

N Çàäà÷à 8.1. Ïóñòü (Xn, n ∈ Z+) � ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ
íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì Π(0) è ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
pij(k, n). Âû÷èñëèòå P(Xkn = an, . . . , Xk1 = a1) ïðè kn > . . . > k1.
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Ðåøåíèå

Ñîãëàñíî ìàðêîâñêîìó ñâîéñòâó, îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé
âåðîÿòíîñòè è ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè,

P(Xkn = an, . . . , Xk1 = a1) =

=
n∏
j=1

P(Xkj = aj|Xkj−1
= aj−1, . . . , Xk1 = a1)P(Xk1 = a1) =

=
n∏
j=1

P(Xkj = aj|Xkj−1
= aj−1)P(Xk1 = a1) =

=
n∏
j=1

paj−1aj (kj−1, kj)P(Xk1 = a1) =

=

(
n∏
j=1

paj−1aj (kj−1, kj)

)
×

×
∑
a0∈X

P(Xk1 = a1|X0 = a0)P(X0 = a0) =

=

(
n∏
k=1

paj−1aj (kj−1, kj)

) ∑
a0∈X

pa0a1(0, k1)pa0(0).

Çàäà÷à ðåøåíà.

Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé.
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Ëåììà 8.2 Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè ìàðêîâñêîé öåïè óäî-
âëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì.

1. 0 6 pij(k, l) 6 1;

2. äëÿ ëþáûõ i, k, l∑
j∈X

pij(k, l) = 1;

3. pij(k, k) = δij (ò.å. 1, åñëè i = j, è 0 èíà-
÷å);

4. âûïîëíåíû óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà�
×åïìåíà: äëÿ ëþáûõ k < l < n, i, j ∈ X

pij(k, n) =
∑
α∈X

piα(k, l) · pαj(l, n).

N Çàäà÷à 8.2. Âûâåäèòå óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà�×åïìåíà.
Ðåøåíèå

Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè,

pij(k, n) = P(Xn = j|Xk = i) =

=
∑
α∈X

P(Xn = j,Xl = α|Xk = i) =

=
∑
α∈X

P(Xn = j|Xl = α,Xk = i) · P(Xl = α|Xk = i) =

= |ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî| =

=
∑
α∈X

P(Xn = j|Xl = α) · P(Xl = α|Xk = i) =

=
∑
α∈X

piα(k, l) · pαj(l, n).

Çàäà÷à ðåøåíà.

Äàííûå ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî íåîáõîäèìûìè, íî è äî-
ñòàòî÷íûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ ñ òàêè-
ìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâîâàëà ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ðàâíûìè ýòèì
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ôóíêöèÿì ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Îá ýòîì ãîâîðèò òåîðå-
ìà î ñóùåñòâîâàíèè ìàðêîâñêèõ öåïåé.

Òåîðåìà 8.1 Ïóñòü X � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî,
Π � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà X, à ôóíê-
öèè pij(k, n), i, j ∈ X, k < n ∈ Z+, óäîâëåòâîðÿ-
þò ñâîéñòâàì 1-4 èç ëåììû 8.2. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì X, íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì Π è ïåðå-
õîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè pij(k, n).

Âàæíåéøèì êëàññîì ìàðêîâñêèõ öåïåé ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûå
ìàðêîâñêèå öåïè.

N Îïðåäåëåíèå 8.2. Ìàðêîâñêàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ îäíîðîä-
íîé, åñëè pij(k, n) çàâèñèò òîëüêî îò i, j, n− k, ò.å.

pij(k, n) = pij(0, n− k) =: pij(n− k).

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè pij(k) íàçûâàþòñÿ ïåðåõîäíûìè âå-
ðîÿòíîñòÿìè çà k øàãîâ, à pij = pij(1) � ïåðåõîäíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè (çà îäèí øàã).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû îäíîðîäíûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé.

1. Ïðîñòåéøåå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå.

P(Sn = j|Sn−1 = i, Sn−2 = an−2, . . . , S1 = a1) =

= P(Sn−1 + ξn = j|Sn−1 = i, Sn−2 = an−2, . . . , S1 = a1) =

= P(ξn = j − i|Sn−1 = an−1, Sn−2 = an−2, . . . , S1 = a1︸ ︷︷ ︸
íåçàâèñèìû

) =

= P(ξn = j − i),

êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò n, òàê êàê âñå ξk � îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûå. Çíà÷èò, ýòî îäíîðîäíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü.
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2. Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû Ãàëüòîíà�Âàòñîíà.

P(Xn = j|Xn−1 = i, . . . ,X1 = a1) =

= P

(
Xn−1∑
k=1

ξ
(n)
k = j|Xn−1 = i, . . . ,X1 = a1

)
=

= P

(
i∑

k=1

ξ
(n)
k = j

)
� íå çàâèñèò îò n. Çíà÷èò, ýòî îäíîðîäíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü.

Ââåäåì ðÿä îáîçíà÷åíèé äëÿ ìàòðèö ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíî-
ñòåé:

• P (k) = ‖pij(k)‖i,j∈X,

• P = P (1) = ‖pij‖i,j∈X.
Ìàòðèöà P (k) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
çà k øàãîâ, à P � ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñåé (çà 1 øàã).

Îòìåòèì ðÿä ïðîñòûõ ñâîéñòâ ìàòðèö ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíî-
ñòåé, ïîíèìàÿ ïîä âåêòîðàìè ðàñïðåäåëåíèé âåêòîðû�ñòðîêè.

Ëåììà 8.3 Äëÿ ëþáûõ k, l ∈ N âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðà-
âåíñòâà.

1. P (k + l) = P (k) · P (l).

2. P (k) = P k.

3. Π(k + l) = Π(k) · P (l).

4. Π(k) = Π(0) · P k.

Ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå îäíîðîäíîé ìàðêîâ-
ñêîé öåïè îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì è ïå-
ðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè çà îäèí øàã. Ñàìó æå öåïü çà÷àñòóþ
óäîáíî èçîáðàæàòü ñ ïîìîùüþ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà. Íàïðè-
ìåð, ïóñòü X = {0, 1, 2} è

P =

 1 0 0
1/2 0 1/2
0 2/3 1/3

 .
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Äàííîé ìàòðèöå ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèé ãðàô:

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ïðåäåëüíûõ ñâîéñòâ îäíîðîäíûõ
ìàðêîâñêèõ öåïåé. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïîíÿòèÿ ñòàöèîíàðíîãî è
ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ìàòðèö ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíî-
ñòåé.

N Îïðåäåëåíèå 8.3. Ðàñïðåäåëåíèå Π = (πj, j ∈ X) âåðîÿò-
íîñòåé íà X íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì äëÿ ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ
âåðîÿòíîñòåé P (èëè äëÿ ìàðêîâñêîé öåïè), åñëè

Π = Π · P,

ò.å. ∀j ∈ X πj =
∑

α∈X παpαj.

Òåðìèí �ñòàöèîíàðíîñòü� õîðîøî èëëþñòðèðóåò òîò ôàêò,
÷òî åñëè íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Π ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, òî
∀n Π(n) = Π. Äåéñòâèòåëüíî, Π(n) = Π(0) · P n = Π · P n = Π, ò.å.
ðàñïðåäåëåíèå öåïè íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì.

N Îïðåäåëåíèå 8.4. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé Π =
(πj, j ∈ X) íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé P , åñëè äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Π(0)
âûïîëíåíî

Π(n) = Π(0) · P n → Π, n→∞.

Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå � ýòî òî ðàñïðåäåëåíèå, ê êîòî-
ðîìó ðàñïðåäåëåíèå öåïè ñõîäèòñÿ, íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíîãî.
Ñèñòåìà â íåêîòîðîì ñìûñëå �çàáûâàåò�, èç êàêîãî íà÷àëüíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ îíà �ñòàðòîâàëà�, è ñõîäèòñÿ â ïðåäåëå ê îäíîìó
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è òîìó æå ðàñïðåäåëåíèþ. Êîíå÷íî, ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ãîðàçäî âàæíåå è èíòåðåñíåå, ÷åì ñòàöèîíàðíîå, îäíàêî âòîðîå
èñêàòü íàìíîãî ïðîùå è óäîáíåå � äîñòàòî÷íî ðåøèòü îäíî ëè-
íåéíîå óðàâíåíèå. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
ýòè äâà ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò. Ñâÿçûâàåò èõ óòâåðæäåíèå,
íàçûâàåìîå ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìîé.

Òåîðåìà

8.2 (ýðãî-

äè÷åñêàÿ

òåîðåìà)

Ïóñòü (Xn, n ∈ Z+) � îäíîðîäíàÿ ìàðêîâñêàÿ
öåïü ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P
è ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì X = {1, . . . , N}. Åñ-
ëè ñóùåñòâóåò òàêîå n0, ÷òî

pij(n0) > 0 ∀i, j ∈ X,

òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà (π1, . . . , πN) ñî ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè: ∀j ∈ X

πj > 0,
∑
j∈X

πj = 1, lim
n→∞

pij(n) = πj ∀i ∈ X.

N Îïðåäåëåíèå 8.5. Ðàñïðåäåëåíèå Π = (π1, . . . , πN) èç
ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì äëÿ P .

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëå-
íèå ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ñòàöèîíàðíûì, è ïðåäåëüíûì.

Ëåììà 8.4 Â óñëîâèÿõ ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû ýðãîäè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ è ïðåäåëüíûì, è åäèí-
ñòâåííûì ñòàöèîíàðíûì.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè.
N Çàäà÷à 8.3. Èìåþòñÿ äâå óðíû, ñîäåðæàùèå â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ñîîòâåòñòâåííî k1 è k2 øàðîâ, ïðè÷åì k1+k2 = k.
Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè n ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/k âûáèðàåòñÿ
îäèí èç ýòèõ øàðîâ è ïåðåêëàäûâàåòñÿ èç òîé óðíû, ãäå îí ëå-
æàë, â äðóãóþ. Ïóñòü Xn � ýòî ÷èñëî øàðîâ â ïåðâîé óðíå â
ìîìåíò âðåìåíè n. Äîêàæèòå, ÷òî (Xn, n ∈ Z+) � îäíîðîäíàÿ
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ìàðêîâñêàÿ öåïü, è íàéäèòå åå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå. ßâ-
ëÿåòñÿ ëè îíî ïðåäåëüíûì?

Ðåøåíèå

Çàìåòèì, ÷òî åñëè Xn−1 = i, òî Xn ìîæåò ðàâíÿòüñÿ òîëü-
êî i+1 èëè i−1. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìîäåëè,

P(Xn = i+ 1|Xn−1 = i, . . . ,X1 = a1) =
k − i
k

,

âåäü ìû äîëæíû áûëè âûáðàòü øàð èç âòîðîé óðíû. Ýòà
æå âåðîÿòíîñòü ðàâíà P(Xn = i+ 1|Xn−1 = i), ÷òî è äîêà-
çûâàåò ìàðêîâîñòü ïðîöåññà.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûïèøåì
ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè çà îäèí øàã:

pij =


i
k

åñëè j = i− 1;
k−i
k

åñëè j = i+ 1;

0 èíà÷å.

Òåì ñàìûì, íàì íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
îòíîñèòåëüíî (π0, . . . , πk):

π0 =
1

k
π1, πi =

k − i+ 1

k
πi−1 +

i+ 1

k
πi+1, i = 1, . . . , k − 1,

π0 + . . .+ πk = 1.

Ðåøåíèå ñèñòåìû çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì πi =
(
k
i

)
π0 äëÿ

âñåõ i ∈ {0, 1, . . . , k}. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññóæäàÿ ïî èíäóê-
öèè, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ôîðìóëû äëÿ πi−1 è
πi

πi+1 =
1

i+ 1
(kπi − (k − i+ 1)πi−1) =

=
1

i+ 1

(
k

(
k

i

)
− (k − i+ 1)

(
k

i− 1

))
π0 =

=
k(k − i)
i(i+ 1)

(
k − 1

i− 1

)
π0 =

(
k

i+ 1

)
π0.
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Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íàõîäèì, ÷òî πi =(
k
i

)
2−k.

Îñòàëîñü ïîíÿòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ïðåäåëüíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì. Çàìåòèì, ÷òî ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà íå ïðèìåíè-
ìà, òàê êàê íè â êàêîé ñòåïåíè ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé íå èìååò âñå ýëåìåíòû ïîëîæèòåëüíûìè. Ýòî
ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íå ñóùå-
ñòâóåò.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Π � ýòî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ðàññìîòðèì ìàðêîâñêóþ öåïü Yn = X2n, òîãäà ó íåå ïðå-
äåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òàêæå ñóùåñòâóåò è ðàâíî Π. Íî
â ñèëó ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè, âñå ýëåìåíòû Yn âñåãäà èìå-
þò òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî è Y0 = X0. Ñòàëî áûòü, åñëè
P(X0 = 0) = 1, òî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äîëæíî áûòü
ñîñðåäîòî÷åíî òîëüêî â ñîñòîÿíèÿõ ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè,
à åñëè P(X0 = 1) = 1, òî � â íå÷åòíûõ. Òåì ñàìûì, èìå-
åòñÿ ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ñàìîìó îïðåäåëåíèþ ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ.

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîöåññ (Xn, n ∈ Z+) ñî çíà÷åíèÿìè â íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå X ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé öåïüþ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ Z+ è ëþáûõ
an+1, . . . , a0 ∈ X âûïîëíåíî

P (Xn+1 = an+1|Xn = an, . . . , X0 = a0) =

= P (Xn+1 = an+1|Xn = an)

âñåãäà, êîãäà âåðîÿòíîñòè óñëîâèé ïîëîæèòåëüíû.

2. Ïóñòü {ξn, n ∈ N} � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-
íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïëîòíîñòüþ p(x), ïîëîæèòåëü-
íîé ïðè âñåõ x ∈ R. Óêàæèòå, ÿâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ñëó-
÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåïÿìè Ìàðêîâà:
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à) ξ = (ξn, n ∈ N);

á) S = (Sn = ξ1 + . . .+ ξn, n ∈ Z+), ãäå S0 = 0;

â) S+ = (SnI(Sn ≥ 0), n ∈ Z+);

ã) T = (Tn = max{S0, . . . , Sn}, n ∈ Z+).

Äëÿ òåõ, êîòîðûå îêàæóòñÿ öåïÿìè Ìàðêîâà, óêàæèòå ïå-
ðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè çà îäèí øàã.

3. Ïóñòü {ξn, n ∈ Z+} � ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì S = {1, 2, 3}, íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì ξ0 = 1 ï.í. è
ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé 3/7 3/7 1/7

1/11 2/11 8/11
1/11 4/11 6/11

 .

Ïîëîæèì ηn = I{ξn = 1}+ 2I{ξn 6= 1}. Äîêàæèòå, ÷òî ηn �
òîæå ìàðêîâñêàÿ öåïü, è íàéäèòå åå ìàòðèöó ïåðåõîäîâ.

4. Ìàðêîâñêàÿ öåïü (ξn, n ∈ Z+) èìååò íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
ξ0 = 0 è ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè P(ξn+1 = k+1| ξn = k) = p,
P(ξn+1 = k| ξn = k) = 1 − p, k, n ∈ N, p ∈ [0, 1]. Íàéäèòå
ðàñïðåäåëåíèå ξn. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ0 =
0, τk = min{n : ξn = k} òàêæå ÿâëÿåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà è
íàéäèòå åå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè.

5. Öåïü Ìàðêîâà ξn èìååò íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ξ0 = 0 è ïåðå-
õîäíûå âåðîÿòíîñòè

P(ξn+1 = k+1|ξn = k) = a−k, P(ξn+1 = k|ξn = k) = 1−a−k,

ãäå k, n ∈ Z+, a > 1. Íàéäèòå Eaξn , Daξn .

6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé îäíîðîäíîé ìàðêîâñêîé öåïè ñ
äèñêðåòíûì âðåìåíåì, ÷òî

à) ó íåå åñòü íåñêîëüêî ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, íî íåò
ïðåäåëüíîãî;

á) ó íåå íåò ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íî åñòü ïðåäåëû
ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðè n→∞.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îäíîðîäíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ äèñêðåò-
íûì âðåìåíåì èìååò íåñêîëüêî ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé, òî èõ, íà ñàìîì äåëå, áåñêîíå÷íî ìíîãî.
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7. Ïóñòü (ξn, n ∈ Z+) � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-
íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî çíà÷åíèÿìè {0, 1, 2, 3} è ñëåäó-
þùèì ðàñïðåäåëåíèåì:

P(ξn = 0) = 1/7, P(ξn = 1) = 2/7, P(ξn = 2) = 3/7,

P(ξn = 3) = 1/7.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåññûXn = ξ1+. . .+ξn( mod 4), n ∈ N
(îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñóììû íà 4) è Yn = ξ1 · . . . · ξn( mod 4).
Äîêàæèòå, ÷òî (Xn, n ∈ N) è (Yn, n ∈ N) ÿâëÿþòñÿ îäíî-
ðîäíûìè ìàðêîâñêèìè öåïÿìè, è íàéäèòå èõ ïðåäåëüíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ.
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9. Ìàðêîâñêèå öåïè ñ íåïðåðûâíûì

âðåìåíåì

Íàñòîÿùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ìàðêîâñêèì öåïÿì ñ íåïðåðûâ-
íûì âðåìåíåì. Îïðåäåëåíèå ïðàêòè÷åñêè íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ
îò ñëó÷àÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè. Ïóñòü X � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî.

N Îïðåäåëåíèå 9.1. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (Xt, t > 0)
ñî çíà÷åíèÿìè â X íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêîé öåïüþ, åñëè
∀n ∀a1, . . . , an, i, j ∈ X, ∀t > s > sn > · · · > s1 ≥ 0

P(Xt = j|Xs = i,Xsn = an, . . . , Xs1 = a1) = P(Xt = j|Xs = i)

âñåãäà, êîãäà P(Xs = i,Xsn = an, . . . , Xs1 = a1) > 0.

Òåðìèíîëîãèÿ ïîâòîðÿåò äèñêðåòíûé ñëó÷àé.

• Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì èëè ïðî-
ñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé ìàðêîâñêîé öåïè.

• Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

pij(s, t) := P(Xt = j|Xs = i)

íàçûâàþòñÿ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ìàðêîâñêîé öå-
ïè.

• Èç ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî ñîñòàâèòü ìàòðèöû ïå-
ðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P (s, t) =

∥∥pij(s, t)∥∥i,j∈X, ãäå i � íî-
ìåð ñòðîêè ìàòðèöû, j � íîìåð ñòîëáöà.

• Π(0) =
(
pj(0), j ∈ X

)
, ãäå pj(0) = P(X0 = j) � íà÷àëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå öåïè.

• Π(t) =
(
pj(t), j ∈ X

)
, ãäå pj(t) = P(Xt = j) � ðàñïðåäåëåíèå

öåïè â ìîìåíò âðåìåíè t > 0.

Êàê è â äèñêðåòíîì ñëó÷àå, êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè è íà÷àëü-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ñâîéñòâà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé îñòà-
þòñÿ òåìè æå.
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Ëåììà 9.1 Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè ìàðêîâñêîé öåïè óäî-
âëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì.

1. 0 6 pij(s, t) 6 1.

2.
∑
j∈X

pij(s, t) = 1 ∀i ∈ X.

3. pij(s, s) = δij.

4. Âûïîëíåíû óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà-
×åïìåíà: ∀s 6 u 6 t

pij(s, t) =
∑
α∈X

piα(s, u)pαj(u, t).

Êàê è â äèñêðåòíîì ñëó÷àå, ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà íå òîëü-
êî íåîáõîäèìû, íî è äîñòàòî÷íû äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàðêîâñêîé
öåïè.

Òåîðåìà 9.1 Ïóñòü X ⊂ R � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíî-
æåñòâî, Π(0) =

(
pj(0), j ∈ X

)
� ðàñïðåäåëåíèå

âåðîÿòíîñòåé íà X, pij(s, t), i, j ∈ X, 0 6 s 6
t � ôóíêöèè, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè 1)-4) èç
ëåììû 9.1. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàðêîâ-
ñêàÿ öåïü (Xt, t > 0) ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
X, ÷òî Π(0) ÿâëÿåòñÿ å¼ íà÷àëüíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì, à pij(s, t) ÿâëÿþòñÿ å¼ ïåðåõîäíûìè âå-
ðîÿòíîñòÿìè.

Íàñ ñíîâà áóäóò èíòåðåñîâàòü ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ îä-
íîðîäíûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé.

N Îïðåäåëåíèå 9.2. Ìàðêîâñêàÿ öåïü (Xt, t > 0) íàçûâàåò-
ñÿ îäíîðîäíîé, åñëè å¼ ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè pij(s, t) çàâèñÿò
òîëüêî îò i, j è t− s, ò.å.

pij(s, t) = pij(0, t− s) =: pij(t− s).
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Ôóíêöèÿ pij(t) íàçûâàåòñÿ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ çà âðåìÿ
t, à

P (t) =
∥∥pij(t)∥∥i,j∈X,

� ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé çà âðåìÿ t.

Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó ëåììû 9.1, ìàòðèöû P (t) ÿâëÿþòñÿ ñòî-
õàñòè÷åñêèìè, ò.å. èõ ýëåìåíòû íåîòðèöàòåëüíû è ñóììà ýëå-
ìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå ðàâíà åäèíèöå. Áîëåå òîãî, óðàâíå-
íèÿ Êîëìîãîðîâà�×åïìåíà îáåñïå÷èâàþò äëÿ íèõ ïîëóãðóïïîâîå
ñâîéñòâî.

N Îïðåäåëåíèå 9.3. Íàáîð ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö (P (t), t >
0) íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé, åñëè

1. P (0) = I (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà);

2. P (t+ s) = P (t) · P (s) ∀s, t > 0.

Òåì ñàìûì, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè, íàì
ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ öåëîé ñòîõàñòè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé ìàò-
ðèö âìåñòî îäíîé ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé çà îäèí
øàã, ÷òî óñëîæíÿåò èçó÷åíèå ñòàöèîíàðíûõ è ïðåäåëüíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé.

N Îïðåäåëåíèå 9.4. Ðàñïðåäåëåíèå Π = (πj, j ∈ X) âåðî-
ÿòíîñòåé íà X íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ
ñòîõàñòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû (P (t), t > 0), åñëè ∀t > 0 âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

Π = Π · P (t),

ò.å. πj =
∑

α παpαj(t).

Òåì ñàìûì, íàõîæäåíèå ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáó-
åò ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

N Çàäà÷à 9.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå Π âçÿòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî, òî ∀t > 0 Π(t) = Π, ò.å.
ðàñïðåäåëåíèå öåïè íå áóäåò ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì.
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Ðåøåíèå

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî j ∈ X

pj(t) = P(Xt = j) =
∑
α∈X

P(Xt = j|X0 = α)P(X0 = α) =

=
∑
α∈X

pαj(t)πα = πj.

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Îïðåäåëåíèå 9.5. Ðàñïðåäåëåíèå Π = (πj, j ∈ X) âåðîÿò-
íîñòåé íà X íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ïîëó-
ãðóïïû (P (t), t > 0), åñëè äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
Π(0) âûïîëíåíî:

Π(t) = Π(0) · P (t)→ Π ïðè t→ +∞,

ò.å. pj(t)→ πj ∀j ∈ X.

Ñòàöèîíàðíûå è ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñâÿçûâàåò ýðãî-
äè÷åñêàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà

9.2 (ýðãî-

äè÷åñêàÿ

òåîðåìà)

Ïóñòü (P (t), t > 0) � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïîëó-
ãðóïïà. Åñëè ∃j0 ∈ X è h, δ > 0 òàêèå, ÷òî
∀i ∈ X

pij0(h) > δ,

òî ñóùåñòâóåò íàáîð íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë
(πj, j ∈ X) òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, j ∈ X

lim
t→+∞

pij(t) = πj, ïðè÷åì |pij(t)−πj| 6 (1−δ)[t/2].

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè, íàáîð ÷èñåë πj
èç ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì è
ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ýðãîäè-
÷åñêîé òåîðåìû ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ ëåììó î ñâîéñòâàõ
Π = (πj, j ∈ X).
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Ëåììà 9.2 Â óñëîâèÿõ ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû íàáîð Π =
(πj, j ∈ X) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâàì.
1) Π(t) → Π ïðè t → +∞, ò.å. äëÿ êàæäîãî j
âûïîëíåíî pj(t)→ πj, t→ +∞.
2) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

Π = Π · P (t), ∀t > 0,

èëè äëÿ ëþáîãî j ∈ X

πj =
∑
α

πα · pαj(t).

3) ëèáî
∑

j πj = 1 (è òîãäà Π = (πj, j ∈ X) �
ýòî ñòàöèîíàðíîå è ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå),
ëèáî

∑
j πj = 0 (âîçìîæíî òîëüêî äëÿ áåñêî-

íå÷íîãî X).

Ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìû ñíîâà ìîæåì èñêàòü ïðåäåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå (åñëè Π äåéñòâèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèå) êàê ñòàöè-
îíàðíîå, íî îñòàëñÿ âîïðîñ î òîì, êàê íàéòè ñàìî ñòàöèîíàðíîå
ðàñïðåäåëåíèå. Íàì íóæåí àíàëîã ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿò-
íîñòåé çà îäèí øàã. Ïîäîáíóþ ðîëü â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî âðå-
ìåíè èãðàåò èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ìàòðèöà ìàðêîâñêîé öåïè.

N Îïðåäåëåíèå 9.6. Ïóñòü (P (t), t > 0) � ñòîõàñòè÷åñêàÿ
ïîëóãðóïïà. Òîãäà ìàòðèöà

Q =
d+

dt
P (t)

∣∣∣
t=0

íàçûâàåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöåé ìàðêîâñêîé öåïè. Å¼
ýëåìåíòû âûðàæàþòñÿ ôîðìóëîé:

qij = lim
h→0+

pij(h)− pij(0)

h
.
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Èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ìàòðèöà � ýòî ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñòî-
õàñòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû â íóëå. Íî âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âî-
ïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òàêîé ïðîèçâîäíîé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè
íàëè÷èè íåïðåðûâíîñòè â íóëå ñòîõàñòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû ïðî-
èçâîäíàÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò.

N Îïðåäåëåíèå 9.7. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà (P (t), t >
0) íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé, åñëè

P (t)→ P (0) = I (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà),

ïðè t→ 0+, ò.å. äëÿ âñåõ i, j ∈ X âûïîëíåíî limt→0+ pij(t) = δij.

Òåîðåìà 9.3 Ïóñòü (P (t), t > 0) � ñòàíäàðòíàÿ ñòîõà-
ñòè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà. Òîãäà ó íåå ñóùåñòâó-
åò èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ìàòðèöà Q, ïðè÷åì
∀i 6= j 0 6 qij < +∞, à qii ∈ [−∞, 0].

Òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàò-
ðèöû Q âñåãäà íåîòðèöàòåëüíû è êîíå÷íû, à äèàãîíàëüíûå ýëå-
ìåíòû âñåãäà íåïîëîæèòåëüíûå, íî ìîãóò ðàâíÿòüñÿ −∞. Ìàò-
ðèöàQ â íåêîòîðîì ñìûñëå îïðåäåëÿåò âñþ öåïü öåëèêîì. Ïî íåé
ìîæíî âîññòàíîâèòü ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè ñ ïîìîùüþ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ òåîðåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå êîíñåðâàòèâíîñòè
öåïè.

N Îïðåäåëåíèå 9.8. Ìàðêîâñêàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ êîíñåð-
âàòèâíîé, åñëè âñå ýëåìåíòû èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöû Q
êîíå÷íû è ∀i ∈ X ∑

j∈X

qij = 0.

Ñâîéñòâî êîíñåðâàòèâíîñòè î÷åíü åñòåñòâåííî, âåäü ìû ïîì-
íèì, ÷òî ñóììà

∑
j∈X pij(t) âñåãäà ðàâíà åäèíèöå, ïîýòîìó ïðîèç-

âîäíàÿ ñóììû ðàâíà íóëþ. Äëÿ êîíñåðâàòèâíîé öåïè âûïîëíåíû
îáðàòíûå óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà.
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Òåîðåìà 9.4

(îáðàòíûå

óðàâíåíèÿ)

Ïóñòü äàíà êîíñåðâàòèâíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü
ñî ñòîõàñòè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé (P (t), t > 0)
è èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöåé Q. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî t > 0

P ′(t) = Q · P (t),

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

p′ij(t) =
∑
α

qiα · pαj(t).

Ïðÿìûå óðàâíåíèÿ òðåáóþò áîëåå æåñòêèõ óñëîâèé, íî îíè è
áîëåå ïîëåçíû.

Òåîðåìà 9.5

(ïðÿìûå

óðàâíåíèÿ)

Ïóñòü (P (t), t > 0) � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïî-
ëóãðóïïà ñ èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöåé Q,
ïðè÷åì âñå ýëåìåíòû Q êîíå÷íû è, êðîìå òî-
ãî, ∀i 6= j èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

pij(h) = qij · h+ αij(h),

ãäå αij(h)

h
→ 0 ïðè h → 0 ðàâíîìåðíî ïî âñåì

i ∈ X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t > 0

P ′(t) = P (t) ·Q,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

p′ij(t) =
∑
α

piα(t) · qαj.

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî îáåèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé íåòðèâèàëüíî òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íîãî
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

N Çàäà÷à 9.2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
êîíå÷íî, òî äëÿ ñòàíäàðòíîé ìàðêîâñêîé öåïè âûïîëíåíû îáå
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà.
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Ðåøåíèå

Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì Êîëìîãîðîâà�×åïìåíà, äëÿ ëþáûõ
i, j ∈ X, t, s ≥ 0

pij(t+ s) =
∑
α∈X

piα(s)pαj(t).

Äàëåå, âñå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè pij(t) ïî òåîðåìå 9.3
äèôôåðåíöèðóåìû â íóëå. Ðàç ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî êî-
íå÷íî, òî âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû òîæå êîíå÷íû. Îñòà-
åòñÿ ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü âûøåïðèâåäåííîå ðàâåíñòâî
ëèáî ïî s â íóëå (ïîëó÷àòñÿ îáðàòíûå óðàâíåíèÿ), ëèáî
ïî t â íóëå (ïîëó÷àòñÿ ïðÿìûå óðàâíåíèÿ).

Çàäà÷à ðåøåíà.

Ïðÿìûå óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà ïîçâîëÿþò âûâåñòè óðàâíå-
íèÿ è äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ öåïè Π(t) â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè (íàïîìíèì, ÷òî ìû ïîíèìàåì Π(t) êàê âåêòîð-ñòðîêó).

Ëåììà 9.3 Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 9.5 âûïîëíåíû óðàâíåíèÿ

Π′(t) = Π(t) ·Q,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

p′j(t) =
∑
α∈X

pα(t)qαj.

Íàêîíåö, ïîñëåäíÿÿ ëåììà ïîçâîëÿåò íàéòè ñòàöèîíàðíîå
ðàñïðåäåëåíèå êàê ðåøåíèå îäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.
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Ëåììà 9.4 Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 9.5 è ýðãîäè÷åñêîé òåîðå-
ìû 9.2 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Π ·Q = 0,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,∑
α∈X

πα · qαj = 0 ∀j.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïîñëåäíèõ ëåìì
äëÿ êîíêðåòíîé èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöû.

N Çàäà÷à 9.3. Èíôèíèòåçèìàëüíàÿ ìàòðèöà îäíîðîäíîé
ìàðêîâñêîé öåïè èìååò âèä

Q =

(
−λ λ
µ −µ

)
,

ãäå λ, µ > 0 � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Íàéäèòå ñòàöèîíàðíîå
ðàñïðåäåëåíèå è ðàñïðåäåëåíèå öåïè â ìîìåíò âðåìåíè t ïðè
íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè p1(0) = 1, p2(0) = 0.
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Ðåøåíèå

Âûïèøåì óðàâíåíèÿ èç ëåììû 9.3:

p′1(t) = −λp1(t) + µp2(t);

p′2(t) = −µp2(t) + λp1(t).

Çàìåòèì, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå íåñóùåñòâåííî, âåäü
p1(t) + p2(t) = 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

p′1(t) = −(λ+ µ)p1(t) + µ.

Îáùåå ðåøåíèå ïîäîáíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
èìååò âèä

p1(t) = C e−(λ+µ)t +
µ

λ+ µ
.

Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé íàõîäèì, ÷òî C = λ
λ+µ

. Äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàäî ðåøèòü ñèñòåìó
ΠQ = 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî π1 +π2 = 1. Ðåøåíèåì, î÷åâèäíî,
ÿâëÿåòñÿ π1 = µ

λ+µ
, π2 = λ

λ+µ
. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èìåííî

ýòè äâà ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè äëÿ p1(t) è p2(t).

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ èíòåíñèâíîñòè λ ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ìàðêîâñêîé öåïüþ. Íàéäèòå åãî ïåðåõîä-
íûå âåðîÿòíîñòè, èíôèíèòåçèìàëüíóþ ìàòðèöó è ñòàöèî-
íàðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

2. Âñÿêèé ëè ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé öå-
ïüþ?

3. Ïóñòü n × n ìàòðèöà Q = (qij)
n
i,j=1 òàêîâà, ÷òî qij > 0 ïðè

i 6= j è
∑n

j=1 qij = 0 äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n. Äîêàæèòå, ÷òî
òîãäà ìàòðèöû P (t) = exp{tQ} îáðàçóþò ñòîõàñòè÷åñêóþ
ïîëóãðóïïó.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè pij(t) ñòàíäàðòíîé
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ñòîõàñòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà R+.

5. Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè ìàðêîâñêîé öåïè (Xt, t > 0) ñ ôà-
çîâûì ïðîñòðàíñòâîì X = {1, 2, 3} èìåþò âèä:
p11(h) = 1− λh+ o(h), p12(h) = λh+ o(h), p13(h) = o(h) ïðè
h→ 0+;

p21(h) = o(h), p22(h) = 1− µh+ o(h), p23(h) = µh+ o(h) ïðè
h→ 0+;

p31(h) = νh+ o(h), p32(h) = o(h), p33(h) = 1− νh+ o(h) ïðè
h→ 0+.

Äîêàæèòå, ÷òî òàêàÿ öåïü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ýðãîäè-
÷åñêîé òåîðåìû. Íàéäèòå åå èíôèíèòåçèìàëüíóþ ìàòðèöó
è ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

6. Ñèñòåìà �ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ� ñîñòîèò èç ïðèáîðà è
ðåìîíòíîãî óñòðîéñòâà. Ïðèáîð ðàáîòàåò ñëó÷àéíîå âðåìÿ,
èìåþùåå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ.
Ðåìîíò ïðèáîðà çàíèìàåò ñëó÷àéíîå âðåìÿ, èìåþùåå ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì µ. Îáîçíà÷èì

p1(t) = P (ïðèáîð ðàáîòàåò â ìîìåíò âðåìåíè t),

p2(t) = P (ïðèáîð ðåìîíòèðóåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t).

Íàéäèòå pi(t), i ∈ {1, 2}, ïðè óñëîâèè p1(0) = p2(0) = 1/2,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðîöåññ îáðàçóåò ìàðêîâñêóþ öåïü.

7. Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå íåîòðèöàòåëüíûå îäèíà-
êîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F (x). ßâëÿåòñÿ ëè ïðîöåññ Y = (Y (x), x > 0),
ãäå

Y (x) =
1

n

n∑
j=1

I{Xj 6 x}

� ýòî ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàðêîâñêîé
öåïüþ? Åñëè äà, òî íàéäèòå åå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè è
ïðîâåðüòå íà îäíîðîäíîñòü.
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10. Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â

ïðîñòðàíñòâå L2

Åùå äâà êëàññà ïðîöåññîâ, î êîòîðûõ ìû ïîãîâîðèì â ó÷åá-
íîì ïîñîáèè, ýòî L2-ïðîöåññû è ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ îáîèõ è îáñóæäåíèÿ èõ ñâîéñòâ íàì ïîíàäîáèòñÿ
ðÿä ôàêòîâ î ïðîñòðàíñòâå L2 ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

N Îïðåäåëåíèå 10.1. Ïóñòü (Ω,F,P) � âåðîÿòíîñòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Ïðîñòðàíñòâîì L2(Ω,F,P) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà (Ω,F,P) ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì:

L2(Ω,F,P) = {ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà (Ω,F,P) : E|ξ|2 < +∞}.

Ïåðå÷èñëèì âàæíåéøèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà L2.

1. L2 � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî: ∀a, b ∈ R, ∀ξ, η ∈ L2 èìååì
aξ + bη ∈ L2.

2. Ôóíêöèÿ ‖ξ‖ =
√
Eξ2 îáëàäàåò ñâîéñòâàìè íîðìû:

‖ξ + η‖ 6 ‖ξ‖+ ‖η‖ (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà),
‖aξ‖ = |a|‖ξ‖.
Åñëè âìåñòî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàññìàòðèâàòü èõ êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè ï.í.: ξ̃ = {η ∈ L2 : ξ = η ï.í.}, òî ‖ · ‖
ñòàíåò íàñòîÿùåé íîðìîé, ò.å. ‖ξ̃‖ = 0 ⇔ ξ̃ = 0 (ãäå 0 =
{η ∈ L2 : 0 = η ï.í.}).

3. Ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå L2: ξn
L2

→ ξ, åñëè ‖ξn − ξ‖2 =
E|ξn − ξ|2 → 0.

Ïðîñòðàíñòâî L2 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì îòíîñèòåëüíî òàêîé ñõî-
äèìîñòè: ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç
L2 èìååò ïðåäåë, ò.å. åñëè ‖ξn − ξm‖ → 0, n,m → ∞, òî

∃ξ ∈ L2 : ξn
L2

→ ξ.

4. Ôóíêöèÿ 〈ξ, η〉 = Eξη èãðàåò ðîëü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
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Åñëè ξ, η ∈ L2, òî ξη ∈ L1 (ò.å. Eξη êîíå÷íî) è âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî:

|〈ξ, η〉| = |Eξη| 6
√
Eξ2Eη2 = ‖ξ‖ · ‖η‖.

Íàì îñîáåííî áóäåò âàæíî ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ â L2.

Ëåììà 10.1

(íåïðå-

ðûâíîñòü

ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäå-

íèÿ)

Ïóñòü ξn
L2

→ ξ, ηn
L2

→ η ïðè n → ∞, ãäå
ξn, ηn, ξ, η ∈ L2. Òîãäà

〈ξn, ηn〉 → 〈ξ, η〉, n→∞.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû, â îñíîâíîì, áóäåì èçó÷àòü L2-
ïðîöåññû.

N Îïðåäåëåíèå 10.2. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (Xt, t ∈ T )
íàçûâàåòñÿ L2-ïðîöåññîì, åñëè Xt ∈ L2 äëÿ ëþáîãî t ∈ T .

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ñâîéñòâ L2-ïðîöåññîâ, çàäàííûõ íà
T = [a, b]. Ïåðâûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòü, ñðåäè âèäîâ
êîòîðîé ìû âûäåëèì ñòîõàñòè÷åñêóþ íåïðåðûâíîñòü è íåïðå-
ðûâíîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü è íèæå,
êîãäà ðå÷ü èäåò î (ðàçëè÷íûõ âèäàõ) íåïðåðûâíîñòè íà [a, b] ïðî-
öåññà, òî êîíöû îòðåçêà (a è b) ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íûìè. Êðîìå
òîãî, âìåñòî îòðåçêà (èíòåðâàëà) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ìíîæå-
ñòâà (a, b), (a, b], [a, b). Âñå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ òåîðåì
ñîõðàíÿòñÿ.

N Îïðåäåëåíèå 10.3. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (Xt, t ∈ [a, b])
íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâíûì â òî÷êå t0 ∈ [a, b], åñëè

Xt
P→ Xt0 (ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè) ïðè t→ t0.

N Îïðåäåëåíèå 10.4. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (Xt, t ∈ [a, b])
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì (â ñ/ê) â

òî÷êå t0 ∈ [a, b], åñëè Xt
L2

→ Xt0 ïðè t→ t0.
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Ðàç ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè ñëàáåå ñõîäèìîñòè â L2, òî
èç ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ïî
âåðîÿòíîñòè. Êîãäà ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íåïðåðûâåí â ñðåäíåì
êâàäðàòè÷íîì? Îòâåò äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà

10.1 (êðèòå-

ðèé íåïðå-

ðûâíîñòè â

L2)

Ïóñòü (Xt, t ∈ [a, b]) � L2-ïðîöåññ. Òîãäà Xt

íåïðåðûâåí â ñ/ê â òî÷êå t0 ⇔ ôóíêöèÿ
K(s, t) = EXsXt íåïðåðûâíà â òî÷êå (t0, t0).

Îáîáùåíèåì òåîðåìû 10.1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé
íåïðåðûâíîñòè íà öåëîì îòðåçêå.

N Çàäà÷à 10.1. Ïóñòü (Xt, t ∈ [a, b]) � L2-ïðîöåññ. Òîãäà
Xt íåïðåðûâåí â ñ/ê íà [a, b] (ò.å. â ëþáîé òî÷êå îòðåçêà)
⇔ K(s, t) = EXsXt íåïðåðûâíà íà [a, b]× [a, b].

Ðåøåíèå

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 10.1.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â ïðÿìóþ ñòîðîíó çàìåòèì, ÷òî åñ-

ëè s → s0, t → t0, òî Xs
L2

→ Xs0 , Xt
L2

→ Xt0 . Â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî
EXsXt → EXs0Xt0 , ÷òî è îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü K(s, t)
â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå êâàäðàòà [a, b]× [a, b].

Çàäà÷à ðåøåíà.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìîæíî çàìåòèòü, íàïðèìåð, ÷òî âèíå-
ðîâñêèé è ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññû íåïðåðûâíû â ñðåäíåì êâàä-
ðàòè÷íîì íà R+.

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé ñòîõàñòè÷å-
ñêîé íåïðåðûâíîñòè â òåðìèíàõ äâóìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî ðàñ-
ïðåäåëåíèþ.

Òåîðåìà

10.2

Ïðîöåññ (Xt, t ∈ [a, b]) ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðû-

âåí â òî÷êå t0 ⇔ (Xt, Xt0)
d→ (Xt0 , Xt0).
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Ïåðåéäåì ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Çà-
ìåòèì, ÷òî çäåñü è íèæå, êîãäà ðå÷ü èäåò î (ðàçëè÷íûõ âèäàõ)
äèôôåðåíöèðóåìîñòè íà (a, b) ïðîöåññà, òî êîíöû îòðåçêà (a è
b) ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íûìè.

N Îïðåäåëåíèå 10.5. Ïðîöåññ (Xt, t ∈ (a, b)) íàçûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèðóåìûì ïî âåðîÿòíîñòè â òî÷êå t ∈ (a, b), åñëè ó

âûðàæåíèÿ
Xt+h −Xt

h
ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïî âåðîÿòíîñòè ïðè

h → 0. Îí íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïî âåðîÿòíîñòè è îáîçíà-
÷àåòñÿ (P) d

dt
Xt:

Xt+h −Xt

h
P→ (P)

d

dt
Xt.

N Îïðåäåëåíèå 10.6. Ïðîöåññ (Xt, t ∈ (a, b)) íàçûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèðóåìûì â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì â òî÷êå t ∈ (a, b),

åñëè ó âûðàæåíèÿ
Xt+h −Xt

h
ñóùåñòâóåò ïðåäåë â L2 ïðè h→ 0.

Îí íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì è îáîçíà-
÷àåòñÿ (L2) d

dt
Xt:

Xt+h −Xt

h
L2

→ (L2)
d

dt
Xt.

Ïîêàæåì ñðàçó, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìîñòü ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-
íî ðåäêèì ñâîéñòâîì.

N Çàäà÷à 10.2. Äîêàæèòå, ÷òî âèíåðîâñêèé ïðîöåññ
(Wt, t > 0) íå äèôôåðåíöèðóåì íè ïî âåðîÿòíîñòè, íè â ñðåäíåì
êâàäðàòè÷íîì.
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Ðåøåíèå

Ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå (Wt+h − Wt)/h íå èìååò äà-
æå ïðåäåëà ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Äåéñòâèòåëüíî, (Wt+h −
Wt)/h ∼ N(0, |h|−1). Ïðè ðàñòóùåé äèñïåðñèè íîðìàëüíûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íå ìîãóò èìåòü ïðåäåëà ïî ðàñïðå-
äåëåíèþ (ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç ìåòîäà õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé). Ñòàëî áûòü, íåò ïðåäåëà íè ïî âåðîÿò-
íîñòè, íè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Êîãäà æå ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ? Êðèòåðèé äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòè â îäíîé òî÷êå ôîðìóëèðóåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî,
ïîýòîìó ìû ïðèâåäåì ëèøü êðèòåðèé íåïðåðûâíîé äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè íà öåëîì èíòåðâàëå (ò.å. òîãî, ÷òî ïðîöåññ (L2) d

dt
Xt

ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì íà (a, b)).

Òåîðåìà

10.3

L2-ïðîöåññ (Xt, t ∈ (a, b)) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìûì â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì
íà (a, b) ⇔ ôóíêöèÿ K(s, t) = EXsXt èìååò
íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ
∂2

∂s∂t
K(s, t) íà (a, b)× (a, b).

Îòìåòèì, ÷òî ñíîâà êðèòåðèé ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ
ôóíêöèè K(s, t) = EXsXt, êîòîðàÿ äëÿ ïðîöåññîâ ñ íóëåâûì
ñðåäíèì ñîâïàäàåò ñ êîâàðèàöèîííîé.

Çàìåòèì, ÷òî èç ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà L2 ñëåäóåò, ÷òî
L2-ïðîèçâîäíàÿ L2-ïðîöåññà, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ
L2-ïðîöåññîì. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò ñâîéñòâà L2-
ïðîèçâîäíîé.
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Ëåììà 10.2 Ïóñòü (Xt, t ∈ (a, b)) � L2-ïðîöåññ, äèôôåðåí-
öèðóåìûé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì. Òîãäà (âñþ-
äó íèæå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ â (L2))

1. Äëÿ ∀ξ ∈ L2 E

(
d

dt
Xt · ξ

)
=

d

dt
(EXtξ) .

2. E
d

dt
Xt =

d

dt
EXt.

3. E
(
d

dt
Xt ·

d

ds
Xs

)
=

∂2

∂s∂t
EXtXs.

4. cov
(
d

dt
Xt,

d

ds
Xs

)
=

∂2

∂s∂t
cov(Xt, Xs).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè ó ïðîèçâîäíîé íà-
äî âû÷èñëèòü âòîðóþ ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ êîâàðèàöèîííîé
ôóíêöèè, à çàòåì ïîëîæèòü s = t.

Ïåðåéäåì ê èíòåãðèðîâàíèþ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì. Äëÿ

ïðåäåëà â L2 ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå: åñëè ξn
L2

→ ξ è
âñå ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � ýëåìåíòû L2, òî ξ = l.i.m.n→+∞ξn.

N Îïðåäåëåíèå 10.7. Ïðîöåññ (Xt, t ∈ [a, b]) íàçûâàåòñÿ
èíòåãðèðóåìûì â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì íà [a, b], åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåë â L2 èíòåãðàëüíûõ ñóìì

∑n
i=1Xsi(ti − ti−1), ãäå

T = {a = t0 < t1 < · · · < tn = b}, si ∈ [ti−1, ti] � ðàçìå÷åííîå
ðàçáèåíèå [a, b], ïðè ∆T = max

i
(ti − ti−1) → 0. Ïîäîáíûé ïðåäåë

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì îò Xt ïî [a, b] è îáîçíà÷àåòñÿ

(L2)

∫ b

a

Xtdt := l.i.m.∆T→0

n∑
i=1

Xsi(ti − ti−1).

Íà âîïðîñ îá èíòåãðèðóåìîñòè îòâå÷àåò êðèòåðèé, ñôîðìóëè-
ðîâàííûé â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
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Òåîðåìà

10.4

Ïóñòü (Xt, t ∈ [a, b]) � L2-ïðîöåññ. Òîãäà Xt èí-
òåãðèðóåì â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì íà [a, b] ⇔
ôóíêöèÿ K(s, t) = EXsXt èíòåãðèðóåìà ïî Ðè-
ìàíó íà [a, b]× [a, b].

Çàìåòèì, ÷òî êðèòåðèé, êàê è â ñëó÷àÿõ ñ íåïðåðûâíîñòüþ è
äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ, äàåòñÿ â òåðìèíàõ óñëîâèé íà ôóíêöèþ
K(s, t) = EXsXt. Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû ïî-
ëó÷àåì, ÷òî íåïðåðûâíîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì íà îòðåçêå
âëå÷åò è èíòåãðèðóåìîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì, âåäü íåïðå-
ðûâíûå ôóíêöèè èíòåãðèðóåìû ïî Ðèìàíó. Íàïðèìåð, âèíåðîâ-
ñêèé è ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññû èíòåãðèðóåìû íà ëþáîì êîíå÷-
íîì îòðåçêå èç R+.

Ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ïðîèçâîäíûõ.
Êàê è â ñëó÷àå ïðîèçâîäíûõ, èç ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà L2 ñëå-
äóåò, ÷òî èíòåãðàë L2-ïðîöåññà ïðèíàäëåæèò L2.

Ëåììà 10.3 Ïóñòü (Xt, t ∈ [a, b]) � L2-ïðîöåññ, èíòåãðè-
ðóåìûé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì. Òîãäà (âñþäó
íèæå ïîäðàçóìåâàåòñÿ èíòåãðàë â (L2))

1. ∀ξ ∈ L2 âûïîëíåíî

E

 b∫
a

Xtdt · ξ

 =

b∫
a

E(Xt · ξ)dt.

2. E

b∫
a

Xtdt =

b∫
a

EXtdt.

3. Ïóñòü äàíû [c′, d′] ⊂ [a, b], [c, d] ⊂ [a, b],
òîãäà

E

 d∫
c

Xtdt

d′∫
c′

Xsds

 =

d∫
c

d′∫
c′

(EXtXs)dsdt.

84



4. Äëÿ [c′, d′] ⊂ [a, b], [c, d] ⊂ [a, b] èìååì

cov

 d∫
c

Xtdt,

d′∫
c′

Xsds

 =

=

d∫
c

d′∫
c′

cov(Xt, Xs)dsdt.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ïðèìåð ñ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì.

N Çàäà÷à 10.3. Ïóñòü (Wt, t > 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ.
Íàéäèòå ôóíêöèþ ñðåäíåãî è êîâàðèàöèîííóþ ôóíêöèþ ïðî-
öåññà Xt =

∫ t
0
Wsds, t > 0.

Ðåøåíèå

Ïðèìåíÿåì ëåììó 10.3.

EXt = E

∫ t

0

Wsds =

∫ t

0

EWsds = 0.

cov(Xt, Xs) = cov

(∫ t

0

Wt′dt
′,

∫ s

0

Ws′ds
′
)

=

=

∫ t

0

∫ s

0

cov(Wt′ ,Ws′)dt
′ds′ =

∫ t

0

∫ s

0

min(t′, s′)dt′ds′ =

(ïðåäïîëîæèì t > s)

=

∫ t

s

∫ s

0

s′dt′ds′ + 2

∫ s

0

∫ t′

0

s′dt′ds′ =

= (t− s)s
2

2
+
s3

3
=
ts2

2
− s3

6
.

Çàäà÷à ðåøåíà.
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N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïóñòü ξ = (ξt, t ∈ [0, 1]) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ òàêîé, ÷òî âñå
ξt, t ∈ T , íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè, îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåíû è íåòðèâèàëüíû (îòëè÷íû îò êîíñòàíò). ßâëÿåòñÿ ëè
ïðîöåññ ξ ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâíûì õîòü â îäíîé òî÷êå
[0, 1]?

2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîöåññà (Xt, t ∈ [0, 1]), êîòîðûé ÿâëÿåò-
ñÿ ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâíûì íà [0, 1], íî íå èíòåãðèðóå-
ìûì ïî âåðîÿòíîñòè íà [0, 1] (èíòåãðàë ïî âåðîÿòíîñòè îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ñõîäèìîñòü ðèìàíîâñêèõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì
ïî âåðîÿòíîñòè).

Çàìå÷àíèå. Äàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñõîäèìîñòü
ïî âåðîÿòíîñòè äîñòàòî÷íî ïëîõà, âåäü èç íåïðåðûâíîñòè
íå ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü, â îòëè÷èå îò ñõîäèìîñòè â
L2.

3. ßâëÿåòñÿ ëè ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ (Nt, t > 0) äèôôåðåí-
öèðóåìûì à) ïî âåðîÿòíîñòè, á) â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì?

4. Ïóñòü (Wt, t > 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Íàéäèòå ðàñïðå-
äåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xt =

∫ t
0
Wsds. Äîêàæèòå, ÷òî

ïðîöåññ (Xt, t > 0) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì.

5. Íàéäèòå äëÿ êàæäîãî t ≥ 0 ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âå-
ëè÷èí Wt è Xt èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

6. Çàäàí ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Xt =
t∫

0

e−Wsds, ãäå Ws � âèíå-

ðîâñêèé ïðîöåññ. Íàéäèòå ôóíêöèþ ñðåäíåãî è êîâàðèàöè-
îííóþ ôóíêöèþ ïðîöåññà Xt.

7. Ïóñòü (Wt, t > 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Âû÷èñëèòå äëÿ
t > 0 ïðåäåë â L2 ïðè n→∞ ó âûðàæåíèÿ

n∑
i=1

Wt(i−1)/n

(
Wti/n −Wt(i−1)/n

)
.
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11. Ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû íà÷èíàåì èçó÷åíèå ñòàöèîíàðíûõ
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ðàçëè÷àþò äâà âèäà ñòàöèîíàðíîñòè: â
óçêîì è øèðîêîì ñìûñëàõ.

Ïóñòü T = R,Z,R+,Z+ (â îáùåì ñëó÷àå � ïîëóãðóïïà).
N Îïðåäåëåíèå 11.1. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (Xt, t ∈ T )

íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â óçêîì ñìûñëå, åñëè ∀n ∈
N ∀t1, . . . , tn, h ∈ T âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ðàñïðåäåëåíèé:

(Xt1+h, . . . , Xtn+h)
d
= (Xt1 , . . . , Xtn).

Ñìûñë îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðîöåññ âñåãäà îäèí è
òîò æå äëÿ ëþáîãî h ∈ T , åñëè ìû íà÷èíàåì èçó÷àòü ïðîöåññ ñ
ìîìåíòà âðåìåíè h, òî åãî ñâîéñòâà îñòàþòñÿ òåìè æå ñàìûìè,
êàê åñëè áû ìû íà÷àëè ñìîòðåòü íà íåãî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè. Ïðîöåññ Y = (Yt, t ∈ T ), ãäå Yt = Xt+h, èìååò òî æå
ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è èñõîäíûé ïðîöåññ.

N Îïðåäåëåíèå 11.2. Ïðîöåññ (Xt, t ∈ T ) íàçûâàåòñÿ ñòà-
öèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå, åñëè:

1. Xt � L2-ïðîöåññ;

2. EXt = a = const äëÿ ëþáîãî t ∈ T ;

3. cov(Xt, Xs) = cov(Xt+h, Xs+h) äëÿ ëþáûõ t, s, h ∈ T .

Ñòàöèîíàðíîñòü â øèðîêîì ñìûñëå îçíà÷àåò âñåãî ëèøü, ÷òî
ôóíêöèÿ ñðåäíåãî ïîñòîÿííà, à êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ çàâè-
ñèò ëèøü îò ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ t− s.

Ïðèâåäåì ðÿä ïðèìåðîâ.

1. T = Z+, Xn = ξ ∀n > 0 � ñòàöèîíàðíûé â óçêîì ñìûñëå
ïðîöåññ.

2. T = Z+, Xn = ξn, ãäå ξn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. ÒîãäàXn ñòàöèîíàðåí â óçêîì
ñìûñëå.
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3. Ïóñòü ξ, η � îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ðàçëè÷íûå (ò.å.
P(ξ = η) < 1) íåâûðîæäåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïî-
ëîæèì

Xn =

{
ξ, n = 0, 1 (mod 3)

η, n = 2 (mod 3)

Òîãäà Xn
d
= Xm ∀n,m, âñå ýëåìåíòû ïðîöåññà îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåíû, íî îí íå ñòàöèîíàðåí â óçêîì ñìûñëå, òàê
êàê, íàïðèìåð,

(X0, X1) = (ξ, ξ)
d

6= (ξ, η) = (X1, X2).

Ïîñëåäíèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíîñòè â óç-
êîì ñìûñëå íåäîñòàòî÷íî îäèíàêîâîé ðàñïðåäåëåííîñòè âñåõ ýëå-
ìåíòîâ ïðîöåññà.

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì î òîì, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé äâà ïî-
íÿòèÿ ñòàöèîíàðíîñòè. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè
âûïîëíåíî óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ïðîñòðàíñòâó L2, òî ñòàöè-
îíàðíîñòü â óçêîì ñìûñëå âëå÷åò ñòàöèîíàðíîñòü â øèðîêîì.

Ëåììà 11.1 Åñëè (Xt, t ∈ T ) � ñòàöèîíàðíûé â óçêîì
ñìûñëå L2-ïðîöåññ, òî Xt ñòàöèîíàðåí è â øè-
ðîêîì ñìûñëå.

Èç ñòàöèîíàðíîñòè â øèðîêîì ñìûñëå â îáùåì ñëó÷àå òàêæå
íå âûòåêàåò ñòàöèîíàðíîñòü â óçêîì ñìûñëå.

N Çàäà÷à 11.1. Ïóñòü ξ1, ξ2 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû, P(ξi = ±1) = 1

2
. Â êàêîì ñìûñëå ñòàöèîíàðåí ïðîöåññ

Xt = ξ1 sin t+ ξ2 cos t, t ∈ R?
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Ðåøåíèå

Çàìåòèì, ÷òî EXt = 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ R. Íàéäåì êîâàðèà-
öèîííóþ ôóíêöèþ:

cov(Xt, Xs) = cov(ξ1 sin t+ ξ2 cos t, ξ1 sin s+ ξ2 cos s) =

= sin t sin sDξ1 + cos t cos sDξ2 =

= sin t sin s+ cos t cos s = cos(t− s).

Çíà÷èò, ïðîöåññ Xt ñòàöèîíàðåí â øèðîêîì ñìûñëå. Â óç-
êîì æå ñìûñëå îí íå ñòàöèîíàðåí, òàê êàê íå âñå åãî ýëå-
ìåíòû îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Íàïðèìåð, X0 = ξ2 ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ±1, àXπ

4
= 1√

2
(ξ1+ξ2) � çíà÷åíèÿ 0,±

√
2.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Êàê ìû ïîìíèì, äëÿ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ ðàñïðåäåëåíèÿ
çàâèñÿò îò êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè è ôóíêöèè ñðåäíåãî. Åñòå-
ñòâåííî îæèäàòü, ÷òî äëÿ íèõ ïîíÿòèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ñîâïàäà-
þò.

Òåîðåìà

11.1

Ïóñòü (Xt, t ∈ T ) � ãàóññîâñêèé ïðîöåññ. Îí
ñòàöèîíàðåí â óçêîì ñìûñëå òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îí ñòàöèîíàðåí â øèðîêîì ñìûñ-
ëå.

Â òåîðèè ìàðêîâñêèõ öåïåé ñëîâî �ñòàöèîíàðíîñòü� óïîòðåá-
ëÿëîñü äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñîãëàñíî çàäà÷å 9.1,
åñëè íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå áûëî ñòàöèîíàðíûì, òî ðàñïðåäå-
ëåíèå öåïè íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêà-
çûâàåò, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè èìååò ìåñòî áîëåå ñèëüíîå óòâåð-
æäåíèå.
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Òåîðåìà

11.2

Ïóñòü (Xt, t > 0) � ìàðêîâñêàÿ îäíîðîäíàÿ
öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì X, ñòîõàñòè-
÷åñêîé ïîëóãðóïïîé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
(P (t), t > 0), P (t) = ‖pij(t)‖ è íà÷àëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì Π = (πj, j ∈ X), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
ñòàöèîíàðíûì äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ïîëóãðóï-
ïû P (t). Òîãäà Xt � ñòàöèîíàðíûé â óçêîì
ñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð ñòàöèîíàðíîãî â óçêîì ñìûñëå
ïðîöåññà.

N Çàäà÷à 11.2. Ïóñòü f(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ
ïåðèîäîì T > 0, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∼ U(0, T ) èìååò
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, T ]. Äîêàæèòå, ÷òî
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Xt = f(ξ + t), t ∈ R, ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì
â óçêîì ñìûñëå.

Ðåøåíèå

Ïóñòü t1, . . . , tm, h ∈ R, ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé âåêòîð
(Xt1+h, . . . , Xtm+h). Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíîñòü ó íàñ òîëü-
êî îäíà � ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ. Íàéäåì õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ýòîãî âåêòîðà è ïîêàæåì, ÷òî îíà íå
çàâèñèò îò h.

ϕt1+h,...,tm+h(λ1, . . . , λm) = Eei
∑m
j=1 λjXtj+h =

=
1

T

∫ T

0

exp

(
i
m∑
j=1

λjf(tj + h+ x)

)
dx =

=
1

T

∫ T+h

h

exp

(
i
m∑
j=1

λjf(tj + y)

)
dy

(ôóíêöèÿ ïîä èíòåãðàëîì ïåðèîäè÷åñêàÿ

c ïåðèîäîì T )

=
1

T

∫ T

0

exp

(
i
m∑
j=1

λjf(tj + y)

)
dy =

= ϕt1,...,tm(λ1, . . . , λm).
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Çíà÷èò, âåêòîðû (Xt1+h, . . . , Xtm+h) è (Xt1 , . . . , Xtm) îäèíà-
êîâî ðàñïðåäåëåíû, ïîýòîìó ïðîöåññ ñòàöèîíàðåí â óçêîì
ñìûñëå.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Ïåðåéäåì ê áîëåå äåòàëüíîìó îáñóæäåíèþ ñòàöèîíàðíûõ â
øèðîêîì ñìûñëå ïðîöåññîâ. Ïóñòü T = Z èëè R, à (Xt, t ∈ T )
� ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå ïðîöåññ. Òîãäà åãî êîâàðè-
àöèîííóþ ôóíêöèþ R(s, t) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ
îäíîé ïåðåìåííîé,

R(s, t) = R(s− t), èëè R(t) = R(t, 0) = cov(Xt, X0).

Êàê ìû ïîìíèì, êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ëþáîãî ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà (áóäó÷è ôóíêöèåé äâóõ àðãóìåíòîâ) ÿâëÿåòñÿ íåîòðè-
öàòåëüíî îïðåäåëåííîé. Äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé òàêæå
ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè, ïðè÷åì
ñðàçó â êîìïëåêñíîì ñìûñëå.

N Îïðåäåëåíèå 11.3. Ôóíêöèÿ r(s, t), s, t ∈ T , íàçûâàåòñÿ
íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé (â êîìïëåêñíîì ñìûñëå) íà T×T ,
åñëè ∀n ∀t1, . . . , tn ∈ T ∀z1, . . . , zn ∈ C âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

n∑
i,j=1

r(ti, tj)zizj > 0.

N Îïðåäåëåíèå 11.4. Ïóñòü T = Z èëè R. Òîãäà ôóíêöèÿ
(r(t), t ∈ T ) íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé (â êîì-
ïëåêñíîì ñìûñëå), åñëè íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ
äâóõ ïåðåìåííûõ r̃(s, t) = r(s− t).

Îòìåòèì, ÷òî, â ñèëó ëåììû 4.1 è çàäà÷è 3 ñàìîñòîÿòåëüíîé
ðàáîòû ê íàñòîÿùåé ãëàâå, êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ëþáîãî ñëó-
÷àéíîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé â êîì-
ïëåêñíîì ñìûñëå, à, ñòàëî áûòü, òàêîâà è ôóíêöèÿ R(t) ó íàøåãî
ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà Xt. Îêàçûâàåòñÿ, íåîòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííûå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé èìåþò îñîáîå ïðåäñòàâëå-
íèå. Íà÷íåì ìû ñî ñëó÷àÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè.
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Òåîðåìà

11.3 (Ãåðã-

ëîòö)

Ôóíêöèÿ (R(n), n ∈ Z) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöà-
òåëüíî îïðåäåëåííîé (â êîìïëåêñíîì ñìûñëå)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò êî-
íå÷íàÿ ìåðà G íà

(
[−π, π],B([−π, π])

)
òàêàÿ,

÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ Z

R(n) =

∫ π

−π
einλG(dλ).

N Îïðåäåëåíèå 11.5. Ìåðà G èç òåîðåìû Ãåðãëîòöà íàçû-
âàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ìåðîé äëÿ ïðîöåññà Xn: äëÿ ëþáîãî n ∈ Z

cov(Xn, X0) = R(n) =

∫ π

−π
einλG(dλ).

Åñëè ìåðà G èìååò ïëîòíîñòü g(λ), òî g(λ) íàçûâàåòñÿ ñïåê-
òðàëüíîé ïëîòíîñòüþ Xn.

Êàê ìîæíî íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü? Â ñèëó òîãî, ÷òî

R(n) =

∫ π

−π
einλg(λ)dλ,

òî R(n) � ýòî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè g(λ). Ñòàëî
áûòü, íàäî ïðîñòî ñëîæèòü îáðàòíî ðÿä Ôóðüå:

g(λ) =
1

2π

∑
n∈Z

R(n)e−inλ.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà, íàçûâàåìîãî áåëûì
øóìîì.

N Îïðåäåëåíèå 11.6. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (εn, n ∈ Z) íàçû-
âàåòñÿ áåëûì øóìîì, åñëè Eεn = 0 äëÿ ëþáîãî n è Eεnεm = δnm
äëÿ âñåõ n,m ∈ Z.

N Çàäà÷à 11.3. Âû÷èñëèòå ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü áåëîãî
øóìà.
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Ðåøåíèå

Íàéäåì êîýôôèöèåíòû R(n):

R(n) = Eεnε0 = δn0 = I{n = 0}.

Îòñþäà,

g(λ) =
1

2π

∑
n∈Z

R(n)e−inλ =
1

2π
.

Ñëåäîâàòåëüíî, g(λ) � ýòî ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [−π, π].

Çàäà÷à ðåøåíà.

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî âðåìåíè àíàëîãîì òåîðåìû Ãåðãëîòöà
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Áîõíåðà�Õèí÷èíà.

Òåîðåìà

11.4

(Áîõíåð�

Õèí÷èí)

Ïóñòü (R(t), t ∈ R) íåïðåðûâíà â íóëå. Òî-
ãäà R(t) � íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà (â êîì-
ïëåêñíîì ñìûñëå) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ìåðà G íà (R,B(R)) òàêàÿ,
÷òî ∀t ∈ R âûïîëíåíî

R(t) =

∫
R
eitλG(dλ).

N Îïðåäåëåíèå 11.7. Ìåðà G èç òåîðåìû Áîõíåðà-Õèí÷èíà
íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé äëÿ ïðîöåññà Xt:

cov(Xt, X0) = R(t) =

∫
R
eitλG(dλ).

Åñëè G èìååò ïëîòíîñòü g(λ), òî g(λ) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòüþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Xt.

Êàê ìîæíî íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü? Çäåñü ïîìîãàåò
òåîðèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ôîðìóëà îáðàùåíèÿ èç íåãî.
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Òåîðåìà

11.5 (ôîð-

ìóëà îáðà-

ùåíèÿ)

Åñëè
∫
R
|R(t)|dt < +∞, òî

g(λ) =
1

2π

∫
R

e−itλR(t)dt.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïóñòü N = {N(t), t > 0} � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ èíòåí-
ñèâíîñòè λ, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η íå çàâèñèò îò N, ïðè-
÷åì P(η = 1) = P(η = −1) = 1/2. ßâëÿåòñÿ ëè ïðîöåññ
Xt = η(−1)Nt ñòàöèîíàðíûì è â êàêîì ñìûñëå?

2. Ïóñòü f � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà R ñ ïåðèîäîì T > 0.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà [0, T ].
Ñëó÷àéíûé âåêòîð (ζ, η) íå çàâèñèò îò ξ. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðîöåññ Xt = ζ · f(ηt+ ξ) ñòàöèîíàðåí â óçêîì ñìûñëå.

3. Äîêàæèòå, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ r(s, t) íåîòðèöà-
òåëüíî îïðåäåëåíà (â êîìïëåêñíîì ñìûñëå) ⇔ îíà íåîòðè-
öàòåëüíî îïðåäåëåíà (â äåéñòâèòåëüíîì ñìûñëå) è ñèììåò-
ðè÷íà.

4. Ïóñòü W (1)
t è W

(2)
t � íåçàâèñèìûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû.

Äëÿ ëþáîãî t ∈ R ïîëîæèì Xt = W
(1)
t I{t > 0} + W

(2)
−t I{t <

0}. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîöåññ Yt = 1
h

(Xt −Xt−h) ÿâëÿåòñÿ ñòà-
öèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå. Íàéäèòå åãî êîâàðèàöèîí-
íóþ ôóíêöèþ è ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü.

5. Ïóñòü {εn, n ∈ Z} � áåëûé øóì. Ïîëîæèì

Xn =
1

2
εn−1 +

1

4
εn−2, n ∈ Z.

Âû÷èñëèòå ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ïðîöåññà Xn.

6. Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ôóíêöèè êîâàðèàöèîí-
íûìè ôóíêöèÿìè íåêîòîðûõ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ (Xt, t ∈
R):
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à) r(s, t) = e−α|s−t|, α > 0;

á) r(s, t) = 2 cos(t− s);
â) r(s, t) = (1− (t− s)2)I{|s− t| ≤ 1};

ã) r(s, t) = exp{ia(s− t)− (t−s)2σ2

2
}.

Äëÿ òåõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå ñóùåñòâóþò, âûÿñíèòå, ñóùå-
ñòâóþò ëè ó íèõ ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè.

7. Ïóñòü (Xt, t ≥ 0) � íåïðåðûâíûé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì
ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå ïðîöåññ. Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè ó íåãî ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ â L2, òî îíà ÿâëÿåòñÿ
ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå ïðîöåññîì. Áîëåå òîãî, åñ-
ëè EXt 6= 0, òî íè äëÿ êàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïðîöåññ
(ξ +

∫ t
0
Xsds, t ≥ 0) íå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì

ñìûñëå.
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12. Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñïåêòðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ
ñòàöèîíàðíûõ â øèðîêîì ñìûñëå ïðîöåññîâ. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå
ïîìîãàåò ðàáîòàòü ñî ñòàöèîíàðíûìè â øèðîêîì ñìûñëå ïðî-
öåññàìè, òàê êàê îíî ïîçâîëÿåò, â íåêîòîðîì ñìûñëå, ðàçäåëèòü
ïàðàìåòð âðåìåíè è ñëó÷àéíîñòü. Íà÷íåì ìû ñ ïîíÿòèÿ îðòîãî-
íàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðû.

N Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïóñòü (Xt, t ∈ T ) è (Yt, t ∈ T ) � äâà
(äåéñòâèòåëüíûõ) ñëó÷àéíûõ ïðîöåññà, òîãäà Zt = Xt+ iYt íàçû-
âàåòñÿ êîìïëåêñíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì. Â ýòîì ñëó÷àå ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2 è êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿ-
þòñÿ íåìíîãî ïî-äðóãîìó:

〈Zs, Zt〉 = EZsZt,

R(s, t) = cov(Xs, Xt) = E(Zs − EZs)(Zt − EZt)

Ïóñòü (Ω,F,P) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, L2(Ω) =
L2(Ω,F,P) � ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ : E|ξ|2 < +∞, à K � íåêîòîðîå ïîëóêîëüöî ïîäìíîæåñòâ
(îïðåäåëåíèå ïîëóêîëüöà ñì., íàïðèìåð, â [2]) íà ìíîæåñòâå Λ.

N Îïðåäåëåíèå 12.2. Îòîáðàæåíèå Z : K → L2(Ω,F,P) íà-
çûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðîé íà K, åñëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. Åñëè A,B ∈ K íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî

EZ(A)Z(B) = 0

(ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè).

2. Åñëè B =
∞⊔
i=1

Bi, B,Bi ∈ K, òî

Z(B) =
∞∑
i=1

Z(Bi) ï.í.,

96



ãäå ñõîäèìîñòü ðÿäà ïîíèìàåòñÿ êàê ñõîäèìîñòü â L2. Îðòî-
ãîíàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ ìåðà Z íàçûâàåòñÿ öåíòðèðîâàííîé,
åñëè EZ(B) = 0 äëÿ ëþáîãî B ∈ K.

Îðòîãîíàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ ìåðà ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ýëå-
ìåíòó K ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. Ñ íåé ìîæíî òàêæå ñâÿçàòü îáû÷-
íóþ ìåðó, íàçûâàåìóþ ñòðóêòóðíîé.

N Îïðåäåëåíèå 12.3. Ôóíêöèÿ µ íà K, îïðåäåëåííàÿ ïî
ïðàâèëó µ(B) = E|Z(B)|2, íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíîé ìåðîé äëÿ
îðòîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðû Z.

N Çàäà÷à 12.1. Äîêàæèòå, ÷òî ñòðóêòóðíàÿ ìåðà äåéñòâè-
òåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íà K.

Ðåøåíèå

Ïîêàæåì, ÷òî µ ñ÷åòíî-àääèòèâíà íà K. Ïóñòü B =
∞⊔
i=1

Bi,

B,Bi ∈ K. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N , ïîëü-
çóÿñü àääèòèâíîñòüþ è îðòîãîíàëüíîñòüþ Z, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

E

∣∣∣∣∣Z(B)−
N∑
i=1

Z(Bi)

∣∣∣∣∣
2

= E|Z(B)|2 +
N∑
i=1

E |Z(Bi)|2−

−
N∑
i=1

E
(
Z(B)Z(Bi) + Z(Bi)Z(B)

)
=

= E|Z(B)|2 +
N∑
i=1

E |Z(Bi)|2 − 2
N∑
i=1

E |Z(Bi)|2 =

= µ(B)−
N∑
i=1

µ(Bi).

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó è ïðà-
âàÿ òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ÷òî è îçíà÷àåò ñ÷åòíóþ àä-
äèòèâíîñòü µ.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Îòìåòèì åùå îäíî âåñüìà ïîëåçíîå ñâîéñòâî ñòðóêòóðíîé ìå-
ðû.
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N Çàäà÷à 12.2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ A,B ∈ K âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

EZ(A)Z(B) = µ(A ∩B).

Ðåøåíèå

Ïî ñâîéñòâó ïîëóêîëüöà, A è B èìåþò ñëåäóþùåå ïðåä-
ñòàâëåíèå:

A = (A ∩B) t
m⊔
j=1

Cj, B = (A ∩B) t
n⊔
i=1

Di,

ãäå Cj è Di � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ýëåìåíòû K. Òîãäà â ñèëó
îðòîãîíàëüíîñòè è àääèòèâíîñòè Z,

EZ(A)Z(B) = E|Z(A ∩B)|2 = µ(A ∩B).

Çàäà÷à ðåøåíà.

Êàê ïîêàçûâàåò çàäà÷à 1 ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ê íàñòîÿ-
ùåé ãëàâå, óêàçàííîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû îòîáðàæåíèå Z áûëî îðòîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðîé.
Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïðèíöèïà äëÿ ïîñòðîåíèÿ
îðòîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðû íà ïîëóêîëüöåKR+

= {(a, b] : 0 6
a < b < +∞} ïîëóèíòåðâàëîâ íà R+.

N Çàäà÷à 12.3. Ïóñòü (Wt, t > 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ.
Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

Z((a, b]) = Wb −Wa

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðîé íà KR+
.
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Ðåøåíèå

Íàéäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå Wt −Ws è Wb −Wa ïðè
t > s, b > a. Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèé è öåí-
òðèðîâàííîñòè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, îíî ðàâíî íóëþ,
åñëè (s, t] è (a, b] íå ïåðåñåêàþòñÿ. Åñëè æå, íàïðèìåð,
s < a < t < b, òî

E(Wt −Ws)(Wb −Wa) = E(Wt −Wa)
2 = t− a.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå E(Wt −
Ws)(Wb−Wa) = mes((s, t]∩(a, b]), ãäå mes � ýòî ìåðà Ëåáå-
ãà. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü çàäà÷ó 1 ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû
ê íàñòîÿùåé ãëàâå.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ èëëþñòðàöèåé òåîðåìû (êîòîðóþ
ìû ñôîðìóëèðóåì íèæå) î òîì, ÷òî âñå îðòîãîíàëüíûå ñëó÷àé-
íûå ìåðû íà KR+

ïîëó÷àþòñÿ ïîäîáíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ
ïðîöåññîâ ñ îðòîãîíàëüíûìè ïðèðàùåíèÿìè.

N Îïðåäåëåíèå 12.4. Ïðîöåññ (Xt, t ∈ T ), T ⊂ R, íà-
çûâàåòñÿ ïðîöåññîì ñ îðòîãîíàëüíûìè ïðèðàùåíèÿìè, åñëè
∀s < u < t ∈ T : E(Xt − Xu)Xs = 0. Ïðîöåññ (Xt, t ∈ T )
íàçûâàåòñÿ öåíòðèðîâàííûì, åñëè EXt = 0 ∀t ∈ T.

Òåîðåìà

12.1

1. Ïóñòü Z � îðòîãîíàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ ìåðà
íà KR+

. Òîãäà ïðîöåññ (Xt, t > 0), çàäàííûé
ïî ôîðìóëå Xt = Z(0, t], ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ñ
îðòîãîíàëüíûìè ïðèðàùåíèÿìè, íåïðåðûâíûì
ñïðàâà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì.
2. Ïóñòü (Xt, t > 0) � L2-ïðîöåññ ñ îðòîãî-
íàëüíûìè ïðèðàùåíèÿìè, íåïðåðûâíûé ñïðàâà
â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì. Òîãäà Z : KR+

→
L2(Ω), ãäå Z(a, b] = Xb − Xa, ÿâëÿåòñÿ îðòî-
ãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðîé íà KR+

.

Êàê è ïî îáû÷íîé ìåðå, ïî îðòîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðå
ìîæíî ïîñòðîèòü èíòåãðàë, íàçûâàåìûé ñòîõàñòè÷åñêèì.
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Ýòî ïîíÿòèå íàì ïîíàäîáèòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ â øèðîêîì ñìûñëå ïðîöåññîâ.

Ïóñòü Z � îðòîãîíàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ ìåðà íà ïîëóêîëüöå K

ïîäìíîæåñòâ Λ, ïðè÷åì Λ ∈ K. Ïóñòü µ � ñòðóêòóðíàÿ ìåðà,
µ(Λ) > 0.

Ïî òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè ìåðû, µ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ìå-
ðû íà σ(K) � ìèíèìàëüíîé ñèãìà-àëãåáðå, ñîäåðæàùåé K. Ìåðà
æå Z, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà, ïðîäîëæàåòñÿ íà α(K)
� ìèíèìàëüíóþ àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ ïîëóêîëüöî K.

Ëåììà 12.1 Ïóñòü A ∈ α(K) è A =
⊔n
k=1Ck, Ck ∈ K. Ïîëî-

æèì Z(A) êàê

Z(A) =
n∑
k=1

Z(Ck).

Òîãäà ïîäîáíîå ïðîäîëæåíèå êîððåêòíî è äàåò
îðòîãîíàëüíóþ ñëó÷àéíóþ ìåðó íà α(K).

Îïèøåì ïîñòðîåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà. Êàê è â ñëó-
÷àå èíòåãðàëà Ëåáåãà, ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàë îò ïðî-
ñòûõ ôóíêöèé.

N Îïðåäåëåíèå 12.5. Ôóíêöèÿ f : Λ → C íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòîé, åñëè f ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(λ) =
n∑
k=1

ckIBk(λ),

ãäå ck ∈ C, Bk ∈ α(K) è B1, . . . , Bn � ðàçáèåíèå Λ.

• Ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì îò ïðîñòîé ôóíêöèè f(λ) =∑n
k=1 ckIBk(λ) ïî îðòîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðå Z íàçûâà-

åòñÿ

J(f) =
n∑
k=1

ckZ(Bk).
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• Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, f ∈ L2(Λ) =

L2(Λ, σ(K), µ). Ïóñòü fn
L2(Λ)−→ f � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïðîñòûõ ôóíêöèé. Òîãäà ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì îò
ôóíêöèè f ïî îðòîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðå Z íàçûâàåòñÿ

J(f) = l.i.m.n→∞J(fn),

ò.å. E|J(f)− J(fn)|2 → 0.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîäòâåðæäàåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëå-
íèÿ.

Òåîðåìà

12.2

Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò äëÿ
âñåõ f ∈ L2(Λ), è åãî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî.

Êàêîâû æå ïîëåçíûå ñâîéñòâà äàííîãî èíòåãðàëà? Âûäåëèì
âàæíåéøèå èç íèõ.

1. Ëèíåéíîñòü. Äëÿ ëþáûõ α, β ∈ C, f, g ∈ L2(Λ) âûïîëíåíî

J(αf + βg) = αJ(f) + βJ(g).

2. Èçîìåòðè÷íîñòü. Äëÿ ëþáûõ f, g ∈ L2(Λ) âûïîëíåíî

〈J(f), J(g)〉L2(Ω) = EJ(f)J(g) =

∫
Λ

fgdµ = 〈f, g〉L2(Λ).

3. Ñîãëàñîâàííîñòü ñ Z. Äëÿ ëþáîãî B ∈ α(K)

J(IB) = Z(B).

Ñôîðìóëèðóåì èòîãîâóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà

12.3

Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë ïî îðòîãîíàëüíîé
ñëó÷àéíîé ìåðå Z ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì èçîìåò-
ðè÷åñêèì áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì ìåæäó
L2(Λ) è íåêîòîðûì ïîäïðîñòðàíñòâîì L2

Z ⊂
L2(Ω).
Ïðè ýòîì Z ïðîäîëæàåòñÿ äî îðòîãîíàëüíîé
ñëó÷àéíîé ìåðû íà σ(K) ïî ïðàâèëó Z(A) =
J(IA), A ∈ σ(K).
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Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà èç òåîðåìû 12.3 ïðèíÿòî ñëå-
äóþùåå îáîçíà÷åíèå:

J(f) =

∫
Λ

f(λ)Z(dλ).

Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïðè Λ /∈
K, íî Λ =

⊔∞
n=1 Λn, Λn ∈ K, ïðîõîäèò ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî. Â

ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóðíóþ ìåðó µ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî êîíå÷-
íîé èëè σ-êîíå÷íîé ìåðû íà σ(K).

Ïîñòðîåíèå èíòåãðàëà äëÿ f ∈ L2(Λ, σ(K), µ) ïðîèñõîäèò â
äâà ýòàïà:

1. îïðåäåëÿåì ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë Jn(fn), ãäå fn = f
∣∣∣
Λn
,

äëÿ âñåõ n;

2. äëÿ ñàìîé f ïîëàãàåì J(f) =
∑∞

n=1 Jn(fn), ãäå ðÿä ïîíèìà-
åòñÿ êàê ñõîäÿùèéñÿ â L2(Ω).

Ñâîéñòâà îñòàþòñÿ òåìè æå ñàìûìè, à Z ïðîäîëæàåòñÿ äî
îðòîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðû íà G = {A ∈ σ(K) : µ(A) < ∞}
ïî ïðàâèëó Z(A) = J(IA).

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ñâÿçè ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ è ñòàöèîíàðíûõ â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.
Êëþ÷åâóþ ðîëü çäåñü èãðàåò òåîðåìà Êàðóíåíà.
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Òåîðåìà

12.4 (Êàðó-

íåí)

Ïóñòü (Xt, t ∈ T ) � öåíòðèðîâàííûé L2-
ïðîöåññ, ïðè÷åì åãî êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ
äîïóñêàåò ôàêòîðèçàöèþ, ò.å. ñóùåñòâóåò
èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî (Λ,A) è êîíå÷íàÿ ìå-
ðà µ íà íåì òàêàÿ, ÷òî ∀t, s ∈ T :

cov(Xt, Xs) =

∫
Λ

ft(λ)fs(λ)µ(dλ),

ãäå {ft(λ), t ∈ T} � íåêîòîðûé íàáîð ôóíêöèé
èç L2(Λ,A, µ).
Åñëè ñèñòåìà {ft(λ), t ∈ T} � ïîëíàÿ â
L2(Λ,A, µ), òî ñóùåñòâóåò öåíòðèðîâàííàÿ
îðòîãîíàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ ìåðà Z íà A òàêàÿ,
÷òî ∀t ∈ T âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Xt =

∫
Λ

f(t, λ)Z(dλ). (5)

Ïðè ýòîì µ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñòðóêòóðíîé ìå-
ðîé äëÿ Z.

Ïðåäñòàâëåíèå âèäà (5) ïðèíÿòî íàçûâàòü ñïåêòðàëüíûì. Åãî
ïîëüçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè (t) è ñëó÷àé-
íîñòè (Z) ðàçäåëåíû, ñëó÷àéíîñòü åäèíà äëÿ âñåõ, ñî âðåìåíåì
ìåíÿåòñÿ ëèøü íåêîòîðàÿ íåñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ. Òåîðåìà Êàðó-
íåíà ãîâîðèò î òîì, ÷òî îíî èìååò ìåñòî ïðè ôàêòîðèçàöèè êîâà-
ðèàöèîííîé ôóíêöèè. Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ
ïîäîáíóþ ôàêòîðèçàöèþ ñ ft = eitλ îáåñïå÷èâàþò òåîðåìà Ãåðã-
ëîòöà è òåîðåìà Áîõíåðà�Õèí÷èíà èç ïðåäûäóùåé ãëàâû. Â ñëó-
÷àå äèñêðåòíîãî âðåìåíè òåîðåìà î ñïåêòðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè
çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Òåîðåìà

12.5 (î

ñïåêòðàëü-

íîì ïðåä-

ñòàâëåíèè)

Ïóñòü (Xn, n ∈ Z) � öåíòðèðîâàííûé ñòà-
öèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðî-
öåññ. Òîãäà ñóùåñòâóåò öåíòðèðîâàííàÿ îðòî-
ãîíàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ ìåðà Z íà B([−π, π]) òà-
êàÿ, ÷òî ∀n ∈ Z âûïîëíåíî

Xn =

∫ π

−π
einλZ(dλ).

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

N Çàäà÷à 12.4. Ïóñòü (Xn, n ∈ Z) � öåíòðèðîâàííûé ñòà-
öèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, à Xn =∫ π
−π e

inλZ(dλ) � åãî ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî

1

n

n−1∑
k=0

Xk
L2

−→ Z({0}) ïðè n→∞.

Ðåøåíèå

Â ñèëó ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, èìååì,

1

n

n−1∑
k=0

Xk
L2

=

∫ π

−π

(
1

n

n−1∑
k=0

eikλ

)
Z(dλ).

Äàëåå, ñóììà ïîä èíòåãðàëîì ðàâíà 1 ïðè λ = 0, èíà÷å
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1

n

n−1∑
k=0

eikλ =
1− einλ

n(1− eiλ)
→ 0, n→∞.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå îãðàíè÷åíî ïî ìîäóëþ åäèíèöåé,
ïîýòîìó, ïî òåîðåìå Ëåáåãà,(

1

n

n−1∑
k=0

eikλ

)
I{λ 6= 0} L

2(Λ)−→ 0, n→∞

ãäå Λ = [−π, π], σ(K) = B([−π, π]), µ � ñòðóêòóðíàÿ ìåðà
äëÿ Z. Â ñèëó èçîìåòðèè ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî∫ π

−π

(
1

n

n−1∑
k=0

eikλ

)
I{λ 6= 0}Z(dλ)

L2(Ω)−→ 0, n→∞.

Çíà÷èò,

1

n

n−1∑
k=0

Xk
L2

=

∫ π

−π

(
1

n

n−1∑
k=0

eikλ

)
I{λ 6= 0}Z(dλ)+

+

∫ π

−π
I{λ = 0}Z(dλ)

L2(Ω)−→ Z({0})

â ñèëó òîãî, ÷òî âòîðîé èíòåãðàë ïðîñòî ðàâåí Z({0}).

Çàäà÷à ðåøåíà.

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî âðåìåíè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïåêòðàëüíî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íåïðåðûâ-
íîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì.
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Òåîðåìà

12.6 (î

ñïåêòðàëü-

íîì ïðåä-

ñòàâëåíèè)

Ïóñòü (Xt, t ∈ R) � öåíòðèðîâàííûé ñòà-
öèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå íåïðåðûâíûé â
ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò öåíòðèðîâàííàÿ îðòîãîíàëü-
íàÿ ñëó÷àéíàÿ ìåðà Z íà B(R) òàêàÿ, ÷òî
∀t ∈ R âûïîëíåíî

Xt =

∫
R
eitλZ(dλ).

Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå íàèáîëåå ÿðêî ñåáÿ ïðîÿâëÿåò â
ñëó÷àå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

N Çàäà÷à 12.5. Ïóñòü (Xt, t ∈ R) � öåíòðèðîâàííûé
ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, à
Xt =

∫
R e

itλZ(dλ) � åãî ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Íàéäèòå
ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîöåññà Yt = (L2) d

dt
Xt = d

dt
Xt

(Yt ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå � ñì. çàäà÷ó 7
ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà).

Ðåøåíèå

Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî íàì íàäî ïðîñòî ïðîäèôôåðåí-
öèðîâàòü ïî t ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Îáîñíóåì ïîäîáíûé
ïåðåõîä. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé,

Yt =
d

dt
Xt = l.i.m.n→0

Xt+h −Xt

h
=

l.i.m.h→0

∫
R

ei(t+h)λ − eitλ

h
Z(dλ).

106



Ðåøåíèå

Â ñèëó èçîìåòðèè ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà, ìîæíî ïå-
ðåñòàâèòü ïðåäåë â L2(Ω) è èíòåãðàë, ïðè ýòîì ìû ïî-
ëó÷èì èíòåãðàë îò ïðåäåëà ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â
L2(R) = L2(R,B(R), µ). Îí èìååò âèä

l.i.m.h→0

ei(t+h)λ − eitλ

h
.

Íî ïðè ôèêñèðîâàííîì t ýòîò ïðåäåë ðàâåí (iλ)eitλ, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëó ïî÷òè âñþäó â L2(R). Ïðåäåëû ïî-
÷òè âñþäó è â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì îáÿçàíû ñîâïàäàòü
(ïî÷òè âñþäó), åñëè îíè îáà ñóùåñòâóþò (òàê êàê èç îáåèõ
ñõîäèìîñòåé ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî ìåðå). Ñëåäîâàòåëüíî,

Yt =

∫
R
(iλ)eitλZ(dλ).

Çàäà÷à ðåøåíà.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðîèñõîäèò ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ
ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíûõ.

N Çàäà÷à 12.6. Ïóñòü â óñëîâèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è
(Xt, t ∈ R) èìååò ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü g(λ). Íàéäèòå ñïåê-
òðàëüíóþ ïëîòíîñòü ïðîöåññà Yt = d

dt
Xt.

Ðåøåíèå

Ïóñòü ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Yt èìååò âèä

Yt =

∫
R
eitλZ1(dλ).

Ïî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Z1(dλ) =
(iλ)Z(dλ).
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Òîãäà

cov(Yt, Y0) = E

∫
R
eitλZ1(dλ) ·

∫
R
Z1(dλ) =

= E

∫
R
eitλ(iλ)Z(dλ) ·

∫
R
(iλ)Z(dλ) =

=

∫
R
eitλ(iλ)(iλ)µ(dλ) =

=

∫
R
eitλ(iλ)(iλ)G(dλ) =

∫
R
eitλλ2g(λ)dλ.

Çíà÷èò, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü Yt ðàâíà λ2g(λ). Çäåñü ÷å-
ðåç µ ìû îáîçíà÷èëè ñòðóêòóðíóþ ìåðó äëÿ Z, à ÷åðåç G
� ñïåêòðàëüíóþ ìåðó äëÿ Xt, à òàêæå âîñïîëüçîâàëèñü
òåì, ÷òî îíè ñîâïàäàþò (ñì. ëåììó 12.2).

Çàäà÷à ðåøåíà.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå èñïîëüçîâàëîñü â ðåøåíèè
çàäà÷è, ñòîëü âàæíî, ÷òî ñòîèò âûäåëèòü åãî â îòäåëüíóþ ëåììó.

Ëåììà 12.2 Â ðàìêàõ òåîðåì î ñïåêòðàëüíîì ïðåäñòàâëå-
íèè (òåîðåìû 12.5 è 12.6), ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà
ïðîöåññà Xt ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðíîé ìåðîé
îðòîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðû Z.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî, êàê è äèôôåðåíöèðîâàíèå, èíòå-
ãðèðîâàíèå â L2 ïîçâîëÿåò ñåáÿ ïåðåñòàâëÿòü ñî ñòîõàñòè÷åñêèì
èíòåãðàëîì.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïóñòü Λ � ìíîæåñòâî, A � àëãåáðà åãî ïîäìíîæåñòâ, à µ �
ìåðà íà A. Ïóñòü îòîáðàæåíèå Z : A → L2(Ω,F,P) óäîâëå-
òâîðÿåò ðàâåíñòâó

EZ(B)Z(C) = µ(B ∩ C) äëÿ ëþáûõ B,C ∈ A.

Äîêàæèòå, ÷òî Z åñòü îðòîãîíàëüíàÿ ìåðà íà A.
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2. Ïóñòü λ1, . . . , λk � ÷èñëà èç îòðåçêà [−π, π], à Φ1, . . . ,Φk

� öåíòðèðîâàííûå ïîïàðíî íåêîððåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîöåññ (Xn, n ∈ Z), ãäå

Xn =
k∑
j=1

eiλjnΦj,

ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå, è íàéäèòå åãî
ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå.

3. Ïóñòü {Xn, n ∈ Z} � ñòàöèîíàðíàÿ â øèðîêîì ñìûñëå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ñî ñðåäíèì a è êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé
R(n). Äîêàæèòå, ÷òî

1

n

n∑
k=1

Xk
L2

−→ a

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1

n

n∑
k=1

R(k) −→ 0.

4. Ïóñòü öåíòðèðîâàííûé ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå
ïðîöåññ (Xn, n ∈ Z) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó X0 = XN ï.í.
äëÿ íåêîòîðîãî N ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà äëÿ âñåõ n ∈ Z
Xn èìååò âèä

Xn =

b(N−1)/2c∑
k=−bN/2c

ei
2πk
N nΦk,

ãäå Φk � öåíòðèðîâàííûå ïîïàðíî íåêîððåëèðîâàííûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû èç L2.

5. Ïóñòü P (x) = a0+a1x+. . .+anx
n � ìíîãî÷ëåí, à P

(
d
dt

)
� ñî-

îòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â L2. Ïóñòü
(ξt, t ∈ R) � ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå ïðîöåññ ñ
èçâåñòíûì ñïåêòðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì. Ñòàöèîíàðíûé â
øèðîêîì ñìûñëå ïðîöåññ (Xt, t ∈ R) èìååò ñïåêòðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå è, êðîìå òîãî, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

P

(
d

dt

)
Xt = ξt.
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Íàéäèòå ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ Xt. Ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ íà ìíîãî÷ëåí P ðåøåíèå óðàâíåíèÿ åäèíñòâåííî?

6. Ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ (Yt, t ∈ R) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
dYt/dt = Xt, ãäå ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ (Xt, t ∈ R) èìå-
åò ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü f(λ) = λ2I{|λ| < 1}. Íàéäèòå
cov(Y1, Y0).

7. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (Xt, t ∈ R) ÿâëÿåòñÿ öåíòðèðîâàííûì è
ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå. Åãî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò-
íîñòü ðàâíà f(λ) = |λ| I[−2,2](λ). Èñïîëüçóÿ ñïåêòðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå, íàéäèòå ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ïðîöåññà
Yt, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ d2

dt2
Yt + 5Yt = Xt. Âû÷èñ-

ëèòå DY1.

8. Ïóñòü (Xt, t ∈ R) � ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîì ñìûñëå ïðî-
öåññ, à

Xt = m+

∫
R

eitλZ(dλ),

� åãî ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî

(L2) lim
b−a→+∞

1

b− a

(∫ b

a

Xtdt

)
= m+ Z({0}).
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13. Ýëåìåíòû ñòîõàñòè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ

Èòî

Ïîñëåäíÿÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ââåäåíèþ â îäíó èç ñàìûõ
âàæíûõ îáëàñòåé òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ � ñòîõàñòè÷åñêîå
èñ÷èñëåíèå Èòî.

Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëà Èòî ëåæèò ïîíÿòèå âèíåðîâ-
ñêîãî ïðîöåññà îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè.

N Îïðåäåëåíèå 13.1 Ïóñòü F = (Ft, t > 0) � ôèëüòðà-
öèÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F,P). Ñëó÷àéíûé ïðî-
öåññ (Wt, t > 0) íàçûâàåòñÿ âèíåðîâñêèì îòíîñèòåëüíî F, åñëè

1. W0 = 0 ï.í.;

2. Wt ñîãëàñîâàí ñ F;

3. Wt −Ws íå çàâèñèò îò Fs äëÿ ëþáûõ t > s > 0;

4. Wt −Ws ∼ N(0, t− s);

5. Wt èìååò íåïðåðûâíûå òðàåêòîðèè.

Ïóñòü (Wt, t > 0) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ îòíîñèòåëüíî F =
(Ft, t > 0). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé íàáîð ïîäìíîæåñòâ

K = {(s, t]×B : 0 6 s < t, B ∈ Fs}.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì íà (0,+∞) × Ω.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå ξ : K→ L2(Ω,F,P):

ξ((s, t]×B) = IB(Wt −Ws) ïðè 0 6 s < t, B ∈ Fs.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñâÿçûâàåò íàñ ñî ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì
èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.

Ëåììà 13.1 Îòîáðàæåíèå ξ ÿâëÿåòñÿ öåíòðèðîâàííîé îð-
òîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðîé íà K ñî ñòðóê-
òóðíîé ìåðîé µ = mes×P, ãäå mes � ýòî ìåðà
Ëåáåãà íà (0,+∞).
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Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå íàìè áûë ïîñòðîåí ñòîõàñòè÷åñêèé
èíòåãðàë ïî îðòîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðå. Òîãäà è ïî ξ òàêîé
èíòåãðàë ñóùåñòâóåò, è èìåííî îí è íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Èòî.

N Îïðåäåëåíèå 13.2 Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2((0,+∞)×
Ω, σ(K),mes× P) îïðåäåëåí ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë ïî îðòîãî-
íàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðå ξ, íàçûâàåìûé ñòîõàñòè÷åñêèì èíòå-
ãðàëîì Èòî. Äëÿ íåãî èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå

I(f) =

∫ +∞

0

fdWt :=

∫
(0,+∞)×Ω

f(t, ω)ξ(dt, dω).

N Îïðåäåëåíèå 13.3 Ñèãìà-àëãåáðà σ(K) íàçûâàåòñÿ
ïðåäñêàçóåìîé ñèãìà-àëãåáðîé íà (0,+∞) × Ω è îáîçíà÷àåòñÿ
PRED. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû f = (f(t), t > 0), èçìåðèìûå
(êàê îòîáðàæåíèå f : (0,+∞) × Ω → R) îòíîñèòåëüíî PRED,
íàçûâàþòñÿ ïðåäñêàçóåìûìè.

Çàìåòèì, ÷òî â èíòåãðàëå Èòî, êàê â ñòîõàñòè÷åñêîì èíòåãðà-
ëå ïî îðòîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðå, ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàð-
íûõ èñõîäîâ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ Λ = (0,+∞) × Ω, òåì ñàìûì, ìû
èíòåãðèðóåì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ïî ñëó÷àéíîé ìåðå.

Áàçîâûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà Èòî ÿâëÿþòñÿ òåìè æå, ÷òî è ó
èíòåãðàëà ïî îðòîãîíàëüíîé ñëó÷àéíîé ìåðå.

1. Ëèíåéíîñòü. Äëÿ ëþáûõ f, g ∈ L2((0,+∞) ×
Ω,PRED,mes× P), α, β ∈ R âûïîëíåíî

I(αf + βg) = αI(f) + βI(g).

2. Èçîìåòðè÷íîñòü. Äëÿ ëþáûõ f, g ∈ L2((0,+∞) ×
Ω,PRED,mes× P) âûïîëíåíî

〈I(f), I(g)〉L2(Ω,F,P) = 〈f, g〉L2((0,+∞)×Ω,σ(K),mes×P), ò.å.

EI(f)I(g) =

∫ ∞
0

(Ef(t, ω)g(t, ω)) dt.
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3. Öåíòðèðîâàííîñòü. Äëÿ ëþáîãî f ∈ L2((0,+∞) ×
Ω,PRED,mes× P) âûïîëíåíî

EI(f) = 0.

4. Äëÿ ëþáûõ 0 6 s < t, B ∈ Fs èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

I(I{(s, t]×B}) = IB(Wt −Ws).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Èòî ÷óòü áîëåå
ñëîæíûõ ôóíêöèé.

N Çàäà÷à 13.1. Ïóñòü 0 = t0 < t1 < . . . < tn è äàíû ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû f1, . . . , fn, ïðè÷åì fi ÿâëÿåòñÿ Fti−1

-èçìåðèìîé äëÿ
âñåõ i = 1, . . . , n. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà äëÿ ñòóïåí÷àòîãî ïðîöåññà
f(t, ω) =

∑n
i=1 fi(ω)I{ti−1 < t 6 ti} âûïîëíåíî

I (f) =
n∑
i=1

fi(Wti −Wti−1
).

Ðåøåíèå

Â ñèëó ëèíåéíîñòè, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî
i = 1, . . . , n

I (fi(ω)I{ti−1 < t 6 ti}) = fi(Wti −Wti−1
).

Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó ñâîéñòâà 4, ôîðìóëà âåðíà ïðè fi =
IB äëÿ B ∈ Fti−1

. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðî-
ñòûõ Fti−1

-èçìåðèìûõ ôóíêöèé fni , ñõîäÿùèõñÿ â L2(Ω) ê
fi. Òîãäà

I (fni (ω)I{ti−1 < t 6 ti}) = fni (Wti −Wti−1
).

Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fni (ω)I{ti−1 < t 6 ti} ñõîäèòñÿ
â L2((0,+∞) × Ω,PRED,mes × P) ê fi(ω)I{ti−1 < t 6 ti}.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåí-
ñòâà ñõîäèòñÿ ê fi(Wti −Wti−1

) â L2(Ω). Çäåñü äîñòàòî÷íî
âîñïîëüçîâàòüñÿ íåçàâèñèìîñòüþ Wti −Wti−1

è Fti−1
:
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E
(
(fni − fi)(Wti −Wti−1

)
)2

=

= E(fni − fi)2E
(
Wti −Wti−1

)2 → 0.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Äëÿ ïðåäñêàçóåìûõ ïðîöåññîâ ìîæíî ðàññìîòðåòü èíòåãðàë
Èòî ïî îòðåçêó [0, t] è ïîëó÷èòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ êàê ôóíêöèþ
âåðõíåãî ïðåäåëà. Ïóñòü f = (f(t, ω), t > 0) � ïðåäñêàçóåìûé
ïðîöåññ. Òîãäà ïîëîæèì äëÿ t > 0

It(f(s, ω)) =

∫ t

0

f(s, ω)dWs := I(f(s, ω)I{s 6 t}).

Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äàííûé ïðîöåññ îáëàäà-
åò âåñüìà èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè.

Òåîðåìà

13.1

Ïóñòü f = (f(t, ω), t > 0) � ïðåäñêàçóåìûé
ïðîöåññ. Òîãäà ïðîöåññ (It(f), t > 0) ÿâëÿåò-
ñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî F, èìåþùèì
íåïðåðûâíûå òðàåêòîðèè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Ïîäîáíûå çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà ïðîöåññà (It(f), t > 0) ïîç-
âîëèëè ïîñòðîèòü àíàëîã êëàññè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî è
èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Îäíàêî ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê
ñòîõàñòè÷åñêîìó èñ÷èñëåíèþ, íåîáõîäèìî ïðîÿñíèòü îòâåòû íà
äâà âîïðîñà: êàêèå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ ïðåäñêàçóåìûìè è êàêî-
âû ìîãóò áûòü ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Èòî íà îòðåçêå.
Çäåñü âàæíû äâå ëåììû.

Ëåììà 13.2 Åñëè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (Xt, t > 0) ñîãëàñîâàí
ñ ôèëüòðàöèåé F è èìååò íåïðåðûâíûå ñëåâà
òðàåêòîðèè, òî îí ÿâëÿåòñÿ ïðåäñêàçóåìûì.
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Ëåììà 13.3 Ïóñòü (Xt, t > 0) � ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ,
íåïðåðûâíûé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì íà îò-
ðåçêå [0, t]. Òîãäà∫ t

0

XsdWs = l.i.m.∆(T )→0

n∑
k=1

Xtk−1
(Wtk −Wtk−1

),

ãäå T = {0 = t0 < . . . < tn = t} � ðàçáèåíèå
[0, t], ∆(T ) = max

k=1,...,n
(tk − tk−1).

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå âçÿòèÿ êðàéíåé ëåâîé òî÷êè tk−1 â ëåì-
ìå 13.3 âåñüìà ïðèíöèïèàëüíî, ïðè âûáîðå äðóãèõ òî÷åê è ïðå-
äåë áóäåò äðóãèì.

N Îïðåäåëåíèå 13.4 Ïóñòü X = (Xt, t > 0) � ïðåäñêàçóå-
ìûé ïðîöåññ. Ãîâîðÿò, ÷òî îí èìååò ñòîõàñòè÷åñêèé äèôôåðåí-
öèàë

dXt = g(t, ω)dt+ f(t, ω)dWt, (6)

åñëè

• ïðîöåññû g(t, ω) è f(t, ω) òàêæå ïðåäñêàçóåìû;

• ïðîöåññ f(s, ω)I{s 6 t} ïðèíàäëåæèò L2((0,+∞) ×
Ω,PRED,mes× P) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî t;

• ôóíêöèÿ g(s, ω) èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå [0, t] ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 1;

• äëÿ ëþáîãî t > 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Xt = X0 +

∫ t

0

g(s, ω)ds+

∫ t

0

f(s, ω)dWs.

Ôóíäàìåíòàëüíûì ðåçóëüòàòîì ñòîõàñòè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà Èòî, ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü ñòîõàñòè÷åñêèé
äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.
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Òåîðåìà

13.2 (ôîð-

ìóëà Èòî)

Ïóñòü (Xt, t > 0) � ïðåäñêàçóåìûé ïðî-
öåññ, èìåþùèé ñòîõàñòè÷åñêèé äèôôåðåíöè-
àë (6). Ïóñòü ôóíêöèÿ H(t, x) : [0,+∞) ×
R → R òàêîâà, ÷òî ñóùåñòâóþò íåïðåðûâ-
íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂H/∂t, ∂2H/∂x2.
Ïóñòü òàêæå äëÿ ëþáîãî t > 0 ïðîöåññ
h(s, ω) = f(s, ω)∂H

∂x
(s,Xs)I{s 6 t} ïðèíàäëå-

æèò L2((0,+∞)×Ω,PRED,mes×P). Òîãäà ïðî-
öåññ Yt = H(t,Xt) òàêæå èìååò ñòîõàñòè÷å-
ñêèé äèôôåðåíöèàë, ðàâíûé

dYt =
∂H(t,Xt)

∂t
dt+

∂H(t,Xt)

∂x
dXt+

+
1

2

∂2H(t,Xt)

∂x2
f2dt.

Ïîÿñíèì ôîðìóëó. Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâóþò
îáû÷íîìó ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðå-
ìåííûõ. Íî â ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëà ñëó÷àé-
íîñòü äàåò åùå îäíî ñëàãàåìîå âèäà 1

2

∂2H(t,Xt)

∂x2 (dXt)
2. Çäåñü (dXt)

2

ìîæíî ïîíèìàòü òàê: âîçâîäèì ôîðìàëüíî (6) â êâàäðàò è ïîëà-
ãàåì

(dt)2 = 0, dt · dWt = 0, (dWt)
2 = dt.

Îòñþäà (dXt)
2 = f2dt.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû Èòî.
N Çàäà÷à 13.2. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Èòî âû÷èñëèòå∫ t

0

WsdWs.

Ðåøåíèå

Ïîëîæèì Yt = H(t,Wt) è íàéäåì òàêóþ H, ÷òîáû dYt =
WtdWt. Ïî ôîðìóëå Èòî, èìååì

116



dYt =
∂H(t,Wt)

∂t
dt+

∂H(t,Wt)

∂x
dWt +

1

2

∂2H(t,Wt)

∂x2
dt,

âåäü â íàøåì ñëó÷àå Xt = Wt è, ñòàëî áûòü, f(s, ω) = 1.
Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè dWt è dt, ïîëó÷àåì

∂H

∂x
= x,

∂H

∂t
+

1

2

∂2H

∂x2
= 0.

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òîH(t, x) = x2/2−C(t). Èç
âòîðîãî ðàâåíñòâà íàõîäèì, ÷òî C(t) = t/2+C. Íà÷àëüíîå
óñëîâèå � íóëåâîå, ïîýòîìó C = 0. Â èòîãå,∫ t

0

WsdWs =
W 2
t − t
2

.

Çàäà÷à ðåøåíà.

Îòìåòèì ìíîãîìåðíûé âàðèàíò ôîðìóëû Èòî. Ðàññìîòðèì
íåñêîëüêî ïðåäñêàçóåìûõ ïðîöåññîâ X i

t , i = 1, . . . , k, èìåþ-
ùèõ ñòîõàñòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë âèäà (6). Åñëè ôóíêöèÿ
H(t, x1, . . . , xk) óäîâëåòâîðÿåò îáîáùåíèþ óñëîâèé òåîðåìû 13.2,
òî

dH(t,X1
t , . . . , X

k
t ) =

∂H

∂t
dt+

k∑
i=1

∂H

∂xi
dX i

t +
1

2

k∑
i,j=1

∂2H

∂xi∂xj
fifjdt.

Íàì îñòàëîñü ðàçîáðàòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé ñòî-
õàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt, t 6 T, (7)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X0 = Z äëÿ íåêîòîðîé F0-èçìåðèìîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z.

N Îïðåäåëåíèå 13.5 Ñîãëàñîâàííûé ñ ôèëüòðàöèåé F ïðî-
öåññ X = (Xt, t ∈ [0, T ]) íàçûâàåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì ñòîõà-
ñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7), åñëè îí ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 1 èìååò íåïðåðûâíûå òðàåêòîðèè è äëÿ ëþáîãî t 6 T ï.í.
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âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Xt = X0 +

∫ t

0

b(s,Xs)ds+

∫ t

0

σ(s,Xs)dWs.

Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèè b è σ ðåøåíèå ñóùåñòâóåò?
Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé: ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå
L = L(T ) è c = c(T ), ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R, t 6 T

|b(t, x)− b(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| 6 L|x− y|; (8)

|b(t, x)|2 + |σ(t, x)|2 6 c(1 + x2). (9)

Â äàííûõ óñëîâèÿ âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâà-
íèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7).

Òåîðåìà

13.3

Ïóñòü ôóíêöèè b è σ èçìåðèìû è óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì (8) è (9). Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà Z ÿâëÿåòñÿ F0-èçìåðèìîé è EZ2 < ∞.
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøå-
íèå ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (7) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X0 = Z,
ïðè÷åì ôóíêöèÿ E|Xt|2 îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå
[0, T ].

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà

dVt = −aVtdt+ σdWt, a, σ > 0.

N Çàäà÷à 13.3. Äîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàíæåâå-
íà ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì V0 = Z çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Vt = Ze−at + σ

∫ t

0

e−a(t−s)dWs.

Ðåøåíèå

Ïîëîæèì Xt =
∫ t

0
easdWs è Yt = σe−atXt. Òîãäà ïî ôîðìó-

ëå Èòî,
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dYt = −aσe−atXtdt+ σe−atdXt =

= −aYtdt+ σe−ateatdWt =

= −aYtdt+ σdWt.

Ñíîâà ïî ôîðìóëå Èòî,

d(Ze−at) = −aZe−atdt,

îòêóäà ìû è ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîöåññ Vt = Ze−at + Yt óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàíæåâåíà

dVt = −aVtdt+ σdWt,

à òàêæå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ V0 = Z, âåäü Y0 = 0.

Çàäà÷à ðåøåíà.

N Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïóñòü 0 = t0 < t1 < . . . < tn è äàíû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
f1, . . . , fn, ïðè÷åì fi ÿâëÿåòñÿ Fti-èçìåðèìîé äëÿ âñåõ i =
1, . . . , n. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà äëÿ ñòóïåí÷àòîãî ïðîöåññà
f(t, ω) =

∑n
i=1 fi(ω)I{ti−1 < t 6 ti} ïðîöåññ It(f) ÿâëÿåòñÿ

ìàðòèíãàëîì ñ ï.í. íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè.

2. Ïóñòü τ � ìîìåíò îñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé
ôèëüòðàöèè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà (Wt, t > 0), ïðè÷åì
Eτ < +∞. Äîêàæèòå, ÷òî

à)
∫ +∞

0
I{t 6 τ}dWt = Wτ , åñëè τ ïðèíèìàåò ëèøü êîíå÷íîå

÷èñëî çíà÷åíèé;

á)
∫ +∞

0
I{t 6 τ}dWt = Wτ , åñëè τ � ïðîèçâîëüíûé;

â) EW 2
τ = Eτ .

3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì, ðåøåíèå êîòî-
ðîãî íå åäèíñòâåííî.

4. Ðåøèòå ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ:
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à) dXt = XtdWt, X0 = 1.

á) dXt = 1
2
Xtdt+ 2XtdWt, X0 = 1.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè V (0) íå çàâèñèò îò âèíåðîâñêîãî ïðî-
öåññà (Wt, t > 0) è V (0) ∼ N(0, σ2/(2a)), òî ðåøåíèå V =
(Vt, t > 0) óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà dVt = −aVtdt + σdWt ÿâ-
ëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì ïðîöåññîì ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé
σ2

2a
e−a|s−t|.

6. Ïóñòü Xt = (X1
t , X

2
t ) � äâóìåðíûé ïðîöåññ, çàäàþùèéñÿ

ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

dXt = −1

2
Xtdt+

(
0 −1
1 0

)
XtdWt,

ãäå (Wt, t ≥ 0) � îäíîìåðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ.

à) Äîêàæèòå, ÷òî (X1
t )2 + (X2

t )2 = const ï.í.

á) Ðåøèòå óðàâíåíèå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî X1
0 = 1, X2

0 = 0.

7. Ïóñòü (Xt, t > 0) � ïðîöåññ èç L2((0,+∞)×Ω,PRED,mes×
P). Äîêàæèòå òîãäà, ÷òî òîãäà ïðîöåññ

Yt = exp

(∫ t

0

XsdWs −
∫ t

0

X2
sds

)
,

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ EYt 6 1 äëÿ âñåõ t > 0 (ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî âñå íåîáõîäèìûå ïðîöåññû èíòåãðèðóåìû).

8. Ïóñòü (Xt, t > 0) � îãðàíè÷åííûé ïðîöåññ èç L2((0,+∞)×
Ω,PRED,mes×P), ò.å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ C > 0, ÷òî |Xt| 6 C
äëÿ âñåõ t > 0. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ïðîöåññ

Yt = exp

(∫ t

0

XsdWs −
1

2

∫ t

0

X2
sds

)
, t > 0,

ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì.
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